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内 容 提 要 


本 书 系 作 者 在 为 研究 生 讲授 群 论 的 讲义 的 基础 上 编写 的 . 

全 书 共 分 为 八 章 .前 两 章 讨 论 有 限 群 及 其 表示 的 基本 数学 理论 ;第 三 .四 
各 讨论 点 群 在 分 析 晶 体 宏 观 性 质 中 的 应 用 ;第 五 章 讨 论 群 论 与 量子 力学 的 关 
系 ; 第 六 章 讨 论 空 间 群 的 不 可 约 表示 及 其 在 能 带 理 论 中 的 应 用 ;最 后 两 章 介 
绍 办 格 动力 学 中 的 群 论 方法 , 色 群 及 其 表示 理论 .全 书 内 容 详尽 ,结构 完整 ， 
特别 是 针对 固体 物理 学 中 的 问题 讨论 了 群 的 性 质 和 应 用 ,有 助 于 读者 有 效 地 
应 用 群 的 知识 ,简洁 地 处 理 有 关 计 算 问 题 . 

本 书 可 供 理科 硕士 研究 生 和 高 年 级 本 科 生 作 教 材 使 用 , 亦 可 供 有 关 科 研 


Л 


群 论 是 固体 物理 类 和 材料 科学 类 各 专业 及 化 学 有 关 专 业 攻 读 
硕士 学 位 研究 生 必 须 学 习 的 课程 ,本 书 就 是 为 此 目的 而 编写 的 .本 
蔬 不 仅 涉 及 一 般 的 数学 理论 ,还 特别 着 重 讨论 群 论 在 固体 物理 中 
的 各 种 应 用 以 及 国体 物理 中 要 用 到 的 各 种 群 的 性 质 ,本 书 的 起 点 
入 大 学 本 科 物 理 专业 的 量子 力学 和 固体 物理 两 课 的 知识 ,为 更 好 
地 学 习 本 书 的 后 半 部 分 ,在 学 习 本 书 的 同时 最 好 学 习 固 体 理论 课 . 

本 书 第 一 、 二 两 章 讨论 有 限 群 及 其 表示 的 基本 数学 知识 ,在 讲 
述 中 尽量 避免 过 分 数学 化 .在 群 的 表示 理论 中 根据 群 代数 的 思想 
引入 了 和 群 元 空间 .表示 矢量 和 类 矢量 等 概念 ,从 而 较为 简洁 地 证 明 
了 一 些 重要 的 定理 ,还 讨论 了 特征 标 表 的 构造 和 不 可 约 表示 基 吕 
数 的 性 质 以 及 利用 投影 算 符 寻求 表示 基 函 数 的 方法 . 

第 三 章 详 细 讨 论 了 转动 群 及 其 不 可 约 表 示 , 从 而 使 双 群 出 现 
的 物理 和 数学 基础 更 为 清楚 .在 讲述 中 有 意 地 尽量 不 引用 连续 群 
的 数 竺 理论 .在 第 四 章 中 全 面 地 讨论 了 32 个 蝇 体 点 群 的 构造 、 性 
质 和 特征 标 表 , 并 对 卓 体 点 群 只 有 32 个 这 一 点 作 了 数学 证 明 , 最 
后 给 出 了 点 群 在 分 析 唱 体 的 宏观 性 质 及 分 子 据 动 谱 时 的 应 用 . 

第 五 章 指 出 了 群 论 在 简化 量子 力学 计算 、 定 性 地 确定 系统 能 
级 的 简 并 度 和 跃迁 的 选择 定 则 等 方面 的 应 用 .第 六 章 详 细 地 讨论 
了 空间 群 及 其 表示 理论 ,并 介绍 了 在 分 析 能 带 的 对 称 性 质 与 能 带 
计算 中 的 应 用 .第 七 章 进 一 步 介绍 了 蝇 格 动力 学 中 的 群 论 方法 .最 
后 ,第 八 章 介绍 了 含有 反 人 勾 正 算 符 的 色 群 及 其 表示 理论 . 

1979 年 ,中国 科学 院 和 教育 部 联合 在 昆明 举办 了 "全 国 唱 格 
动力 学 讨论 班 ”, 在 班 上 喀 兴 林 系 统 地 讲授 了 群 论 ,当时 的 讲义 就 
是 本 书 第 一 至 五 章 的 第 一 稿 . 后 来 符 婉 党 对 此 和 进行 了 改写 和 补充 ， 
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并 增 写 了 六 .七 、 八 等 三 章 , 成 为 北京 师范 大 学 研究 生 课 的 讲义 ,并 
讲授 多 次 ,其间 又 经 两 次 较 大 的 改写 ,最 后 又 经 彻底 重 写 , 由 徐 、 喀 
二 人 共同 定稿 . 

作者 们 的 水 平 ,特别 是 数学 水 平 有 限 , 书 中 难免 有 不 妥 其 至 错 
误 之 处 ,热诚 希望 广大 读者 不 音 指 出 ,以 便 改 正 . 


徐 婉 党 
喀 兴 林 
1995 年 6 月 于 北京 师范 大 学 
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定义 有限 或 无 限 个 数学 对 象 ( 称 为 元 或 元 素 )A、B 、C… 的 
集合 14、.B、C…, 其 中 有 一 个 与 次 序 有 关 的 运算 方法 ( 称 为 群 
乘 ) ,能 从 集合 中 任意 两 个 元 А.В 得 出 确定 的 元 C( 记 为 AB = 
C), 若 满足 下 列 四 个 条 件 , 则 这 一 集合 称 为 群 ,用 G 表示 ,集合 中 
的 元 素 称 为 群 元 . 

(1) 封闭 性 :集合 中 任意 两 个 元 的 乘积 (包括 自身 相 乘 ) 必 在 
此 集合 之 内 ; 

(2) 结合 律 成 立 : 


A(BC)= (AB)C (1.1-1) 


(3) 单位 元 存在 :集合 中 存在 单位 元 五 ,使 集合 中 的 任意 元 А 


有 
EA=AE=A (1.1-2) 
(4) 集合 中 每 一 元 A 有 逆 元 A AE, W E 
АА = АА '=E (1.1-3) 
以 上 就 是 群 的 定义 . 


群 元 的 数目 称 作 群 的 阶 , 记 作 к. “л 为 有 限 , 则 称 作 有 限 群 ， 
N 1 в 


否则 就 是 无 限 群 .在 无 限 群 中 ,车 群 元 的 数目 是 可 数 的 无 穷 多 , 则 
称 作 离散 的 无 限 群 ; 若 群 元 的 数目 是 不 可 数 的 无 穷 多 , 则 称 作 连 续 
群 .我 们 主要 讨论 有 限 群 . 

群 乘 是 将 集合 中 的 任 两 个 元 构成 唯一 的 另 一 个 元 的 一 种 运 
算 ,所 以 , 群 乘 不 一 定 是 通常 的 代数 运算 中 的 乘法 . 群 乘 不 一 定 满 
足 交换 律 , 即 YA,AEG,AA=AA,, 不 一 定 成 立 . 如 果 上 式 成 
立 , 则 这 个 群 就 称 作 交换 群 或 阿 贝尔 群 

由 群 的 定义 ,可 以 得 到 群 的 儿 个 基本 性 质 ， 

(1) 单位 元 E 的 逆 元 仍 为 单位 元 本 身 . 因为 EE 的 道 元 为 
E- 1, 根据 逆 元 的 定义 式 (1.1- 3), 有 


E lE=EE !=E 
由 单位 元 的 定义 式 (1.1 一 2), 有 


EE '=E !E=E ! 
将 上 面 两 式 相 比 , 即 得 


Е '=E (1.1-4) 


(2) ETS R E EG K B.B A 的 道 元 为 A 1, 而 A 1! 的 
0723 A .因为 


(А1) = (А) !E=(A ') (АА) 
= [(А 1) АТА = ЕА = А 


所 以 (A 1) 1=А (1.1-5) 
(3) 乘积 的 逆 元 为 


(AB)-1=B-1A-! (1.1-6) 
因 为 


(AB) :=(AB) 'E=(AB) !AEA `! 
= (АВ) ''A(BB ')A | 
=|(AB) (АВ) ІВА = EB 'A = ВА! 
同样 可 以 证 明 下 式 成 立 ， 


(АВ: FG) =G F 1. ВТА! (1.1-7) 


若干 具体 的 群 举例 LDL 1, арау КЭЙ. 

(1) 全 部 正 、 负 整数 (包括 零 ) 的 集合 : 群 乘 为 代数 的 加 法 运 
算 ,单位 元 为 零 ,任意 群 元 为 A=7 ,其 道 A = 一 nn. 这 是 一 个 无 
限 的 阿 贝 尔 群 . 

(2) 全 部 正 、 负 实数 的 集合 : 群 乘 为 数 乘 ,单位 元 是 1, 任 意 元 
A=n, Hija 1!1=1/n. 当 nn 关 0 时 ,1/n 在 集合 内 ; 当 n=0 PF, 
1/n 不 在 集合 内 .因此 ,这 个 集合 不 是 群 . 

(3) 如 果 将 0 从 (2) 的 数 集中 去 掉 , 这 样 的 数 集 就 构成 群 .办 
为 ,这 样 一 个 集合 中 的 任意 两 个 元 的 乘积 都 不 是 0, 而 是 这 个 集合 
中 的 某 一 个 确定 的 数 .所 以 ,这 个 集合 具有 封闭 性 ,上 且 存在 单位 元 、 
逆 元 ,因此 这 个 数 集 就 是 一 个 群 .而 且 也 是 一 个 阿 贝 尔 群 . 

(4) 集合 j1, ~11 在 数 乘 运算 下 构成 一 个 群 ;集合 |1, 一 1,i， 
- 计 (i=V 一 1) 亦 构成 群 ,这 个 群 中 的 各 个 元 是 由 (i*) 构 成 的 ,其 
H k=0,1,2,3. 如 果 一 个 群 的 所 有 和 群 元 可 以 由 某 个 元 的 窒 来 产 
生 , 那 么 这 类 群 就 称 作 循环 群 . 11, -1,i, 一 i| 就 是 一 个 循环 群 . 显 
然 ,循环 群 都 是 阿 贝 尔 群 . 

2. 取 数学 对 象 H DERE. 

(1) ER ях хл WE. RR S EB РЕЗЕ, BL {у Jú SK д Ë. {у р 
阵 . 由 于 这 个 n Xx n AEREA PIER Т КЕ Л (detA = 0), 
而 这 种 方 阵 是 不 存在 道 窍 阵 的 ,所 以 这 样 的 集合 不 构成 群 . 

(2) 满足 detA 550 WER nx n 和 矩阵 的 集合 构成 群 ;满足 
detA = +1 ER n Xn 和 矩阵 的 集合 亦 构成 群 ;满足 detA = +1 

А 3 А 


的 全 部 nxn Ж + RJ K Pe BWE detA = 一 1 ЮФ 8 nX x ЖЁБ 
阵 不 构成 群 . 因 为 det( AB) = дегА • деВ = ( -1):( — 1) =1, #88 
右 人 4 及 有 都 在 集合 中 ,但 它们 的 乘积 AB 却 不 在 集合 中 ,这 个 集 
合 不 具有 封闭 性 ,所 以 不 是 群 . 

(3) 满足 detA = +1 的 六 个 3x3 和 矩阵 的 集合 : 


1 0 0 0 1 0 1 0 0 
Е= O 1 j е 0 Ü 2-0 () | 
0 0 1 0 0 1 0 1 0 
0 0 1 0 0 1 [0 1 | 
C=I0 1 0 D= ,1 0 0 Е= 0 0 1 
l Ө 0 0 1 0 1 0 0 


构成 一 个 群 ,因为 集合 中 任意 两 个 元 的 乘积 就 是 这 六 个 元 中 之 一 ， 
满足 封闭 性 的 要 求 . 单 位 元 及 道 元 都 存在 ,如 B =В,р !=F. 
男 外 ,矩阵 的 乘法 是 满足 结合 律 的 .这 个 群 称 作 d, Н. 

我 们 把 d, 群 的 元 之 间 的 乘积 排 成 一 个 表 : 


这 样 的 表 , 明 确 地 给 出 群 的 运算 规律 , 称 为 群 的 乘法 表 或 简称 
群 表 . 给 出 群 表 就 完全 给 定 了 一 个 群 . | 
(4) 下 面 六 个 2x2 ЖЕЕ 2 — 4 E. 
в 4 . 


_1 43 
P | P () | 2 2 
E = = В = 

0 1 0 一 | J3 1 

2 2 
_ 1 83 _1 УЗ _ 1 43 
2 2 2 2 2 
3 1 _ 3 _1 үз 1 
2 2 2 2 2 2 


这 个 群 的 乘法 表 与 六 个 3x3 M PEH pR BJ d; 群 的 乘法 表 相 同 . 

3. 取 数学 对 象 为 对 称 操作 (变换 ). | 

对 称 操 作 是 使 具有 几何 形状 的 实体 自身 重合 的 操作 .由 对 称 
操作 的 集合 构成 的 群 称 作对 称 性 群 (或 变换 群 ) ,相继 的 两 个 操作 
EXNER, M AB 定义 为 先进 行 操作 B ,接着 进行 操作 А. 

(1) 红茶 一 固定 轴 转 动 任意 角度 的 操作 组 成 的 群 , 称 作 轴 转 
动 群 . 

以 RUNER D 0 角 ( 按 右手 螺旋 的 方向 ) 的 操作 , 绕 同 一 
轴 转 9 角 的 操作 记 作 RR(0 ) ,显然 ， 


R(O)R(0)= R(@ + 0) 


R(0 +0) 是 绕 相 同 轴 转 动 0 +0 角 的 操作 ,是 绕 该 轴 转 动 操 作 的 
集合 中 的 一 个 元 . R(90) 的 逆 就 是 绕 同 一 轴 转 过 一 0 角 ( 亦 即 按 左 
手 螺旋 方向 转 过 0 角 ) 的 操作 , 即 R (0) = К(- 0). 

轴 转 动 群 是 无 限 的 阿 贝 尔 群 . 

(2) 使 正三 角形 自身 重合 的 对 称 操 作 构 成 群 . 

如 图 1.1 所 示 的 正三 角形 ,有 六 个 转动 操作 可 以 使 之 自身 重 
合 . 分 别 绕 ABC 轴 转 动 x 角 的 操作 , 记 作 4A、B、C; 绕 垂直 于 
三 角形 平面 的 轴 逆 时 针 和 转动 2x/3 角 的 操作 记 作 D ; F 则 是 绕 相 
同 的 轴 按 顺 时 针 方 向 转动 2x/3 角 的 操作 ;不 动 操作 五 则 是 单 


— 和 


位 元 . 


З ЖАТ ВЕ BB] ШИ ЕХ £ #J uk ,可 以 看 出 ,这 六 个 操 
作 的 集合 具有 封闭 性 ,存在 逆 元 , 群 乘 满足 结合 律 ,因此 构成 群 ,这 
个 群 称 作 D, 群 ,其 群 表 如 下 : 


= OS D ntn >> # 


如 宁 考 虑 到 中 心 反 演 工 的 操作 ,那么 使 正三 角形 (或 正三 角 

柱 ) 目 身 重 合 的 操作 可 以 这 样 来 选取 . 其 中 坐标 系 的 选取 如 图 
1.2, Oz ҖЕН + ЖШ,» Н ИЛАН OA .OB .OC . OD 与 Oz # ЖЕ 
直 而 位 于 Оху 平面 上 ,而 且 , OA 与 OC、OB 与 OD 互相 垂直 .下 
三 角形 的 三 个 项 点 位 于 Or OA 及 OB 轴 上 .这样 ,对 称 操 作 就 可 
选 为 : 
-6 ` 


巨 :不 动 操作 ,是 单位 元 ; 
Ic, Ic, В Ic p: R 2 2 #ë Oy. OC K OD 轴 转 动 x # Ja , t 
着 进行 反 演 操作 ;这 些 操作 分 别 等 效 于 在 含 
Oz 轴 而 垂直 于 Оу, OC 及 OD 轴 的 面 所 作 
的 镜面 反射 . 
сс ЗЯ Oz 轴 按 右手 螺旋 及 左手 螺旋 转动 2x/3 
角 的 操作 . 
将 各 操作 的 群 乘 关系 列 成 表 , 可 见 上 述 六 个 对 称 操 作 的 集合 
满足 群 的 定义 ,这 个 群 称 作 C. 群 ,这 个 群 是 一 个 非 阿 贝尔 群 
С. ВР: 


-1 
lcac | сос с, E Сз, Ic; p Ic; , 


СЗ: Сз» Ic;p lez, Ic;c Сз, Е 


Caz Сз, ісус Ic; p [c>y E C 3z 


АП R КЕ {Е FH ЯН ЛУ 0 363838 РЕЖ ER ,就 得 到 : 


ab, 
1 0 0 2 2 
0 0 1 2 2 
0 0 1 
1 B, 
2 2 1 0 0 
R (Ica) = з 1 КО Ic;,) = 0 —j 0 
з >o 
2 2 0 0 1 
Ü 0 1 


-1 УЗ -1 _У3 

2 2 Ü 2 2 ° 

К(сз.)= | J33 1 Д К(с3.)= | V3 1 А 
2 2 2 2 

0 0 1 0 0 1 


这 表明 上 述 六 个 3x3 的 矩阵 亦 构 成 群 , 且 其 群 表 与 D, 群 的 
相同 . 

(3) 使 正方 形 自身 重合 的 对 称 操作 的 集合 构成 群 , 称 作 С, 
+. 

坐标 系 的 选取 如 图 1.3, Oz 
钠 是 垂直 于 纸 画 的 轴 . 使 正方 形 不 
变 的 操作 共有 8 个 ,它们 是 : 

E : 恒 等 操 作 . 

c. 1586 z 轴 转 过 180°; 

са. fl сз: « Hik A FIR 
旋 方 向 分 别 转 90 和 270°; 

со. Мс, : 15 + у 9 
转 过 180°; 

Ic;, M Ic. s: Y 505% (i + j) 
轴 和 (i 一 j) 轴 转 过 180" 后 再 作 中 心 反 演 ;它们 分 别 等 效 于 会 Oz 

轴 而 垂直 于 (+ 了 7 了 ) 轴 及 (一 门 轴 的 面 的 镜 象 操作 . 
可 以 证 明 , 这 8 个 对 称 操作 的 集合 组 成 一 个 群 、 

4. An 个 不 同 的 个 体 互 换 位 置 的 操作 作为 "数学 对 象 ,这 些 
操作 的 集合 构成 群 , 称 作 n 阶 置换 群 , 又 称 排列 群 , 记 作 Р, 群 , 群 
的 阶 g= пі. n 阶 置换 群 群 元 记 作 | ° ... " ; 

а), а), аз, a, 
中 1,2,3,…,n 表示 原来 位 置 ;jalyavy ay, ,a, 表示 新 位 置 ,记号 
的 意义 为 :将 位 置 1 中 的 个 体 放 到 位 置 aj; 将 位 置 2 中 的 个 体 放 
到 位 置 c?;…… 将 位 置 中 的 个 体 放 到 位 置 o .例如 ,三 个 个 体 
А $ 


了 ,@ ,@ 的 置换 操作 | ° | 


2 3 1 


Ф 
1 2 3 l 2 3 1 2 3 1 2 3 


Жоо = f, 表 示 先 进行 置换 操作 b ,再 进行 操作 c, 其 结果 与 
1 2 3 
直接 进行 置换 操作 / 是 一 样 的 . 例如 :c = | Е 


2 1 3 
1 2 3 l 2 3 
= | 
l 3 2 2 3 1 


(1 3 3 ;1 3) 
2 1 3 


' apat 245675) (1.1-8) 
1 2 3 | 


1 2 3 
ор) aa 


比较 式 (1.1 一 8) 和 (1.1 一 9), 得 cb = f, Вр 


1 2 3\/1 2 3 1 2 3 
ИЮ И} saw 
2 1 31 3 2 2 3 1 
置换 操作 也 可 用 循环 表示 法 来 表述 ,这 样 写 起 来 简单 些 .如 
l 4 5 
Ë 。 2 | 这 个 操作 是 把 位 置 1 中 的 东西 改 放 在 位 置 3 
中 ,把 位 置 3 中 的 东西 改 放 在 位 置 2 中 .把 位 置 2 中 的 东西 改 放 在 
位 置 5 中, 位置 5 中 的 东西 改 放 在 位 置 4 中, 位置 4 中 的 东西 改 放 
存 位 置 1 中 13254] 构成 个 循环 ,所 以 这 个 操作 
可 简写 成 (13254) 或 (32 541T)…… 等 . 
在 循环 表示 法 中 每 一 数字 后 面 的 数字 , 即 原来 表示 法 中 这 个 
数字 下 面 的 数字 .循环 表示 法 还 可 以 写成 这 样 的 形式 : 


Ë 34 可以 写成 (132)045) 
3 1 2 5 4 


| 2 3 4 ° 


бу; 4 可以 写成 (1)(2354) = (2354) 


即 单独 一 个 数字 的 括号 可 以 省 去 . 

现在 来 看 三 个 对 象 的 各 种 置换 操作 所 形成 的 P; 群 . 对 照 图 
1.1, 图 中 的 1,2,3 为 三 个 固定 于 空间 的 位 置 .各 种 置换 操作 可 表 
示 为 : 


l 2 3 l 2 3 1 2 3 
si) Abo al hs 
l 2 3 3 2 1 l 3 2 
2 2 2 
| ] 3 


用 循环 法 来 表示 就 有 = (1)(2)(3),A=(13)(2)=(13),B= ` 
(1)(23)=(23),C=(12)(3)= (12),0=(132),Е= (123). 


表 1.4 | 

(1)(2) (3) (12) (23) (13) (132) (123) 

(1)(2)(3)|(1)(2)(3) (12) (23) (13) (132) (123) 

(12) (12) (1)(2)(3) (123) (132) (13) (23) 

(23) (23) (132) (1)(2)(3) (123) (12) (13) 

(13) (13) (123) (132). (1)(2)(3) (23) (12) 
(132) (132) (23) (13) (12) (123) (1)(2)(3) 

(123) (123) (13) (12) (23) (1)(2)(3) (132) 


这 个 群 表 与 前 面 给 出 的 D, 群 的 群 表 相同 .这 是 显然 的 ,因为 
在 对 称 操作 下 ,三 角形 的 位 置 改变 后 而 又 自身 重合 ,这 个 过 程 相当 
于 改变 正三 角形 三 个 项 角 的 位 置 ,而 这 就 是 三 对 象 的 置换 操作 . 

四 对 象 的 置换 群 P, , 群 的 阶 g=4! =24, 这 个 群 与 正四 面体 
的 全 部 对 称 操 作 构 成 的 Ta 群 亦 有 相同 的 群 表 .原因 在 于 正四 面 
体 的 每 一 个 对 称 操 作 ,相当 于 正四 面体 顶 角 位 置 的 改变 . 

° 10 А 


重 排列 定理 3t5] 从 群 表 可 以 看 到 ,一 个 群 的 全 部 元 ,在 群 
表 中 的 每 一 行 和 每 一 列 都 要 出 现 , 而 且 只 出 现 一 次 ,只 是 次 序 不 
同 ,这 是 一 个 普 过 的 性 质 , 称 为 重 排列 定理 或 群 表 定 理 . 其 数学 表 
述 如 下 : 

# g 阶 的 群 G= |E,A,,A;3,…,A,1, 取 群 中 任 一 元 А, 左 乘 
或 右 乘 全 部 群 元 ,得 到 如 下 g 个 元 : | 

(1) А„С=\А,,А,А›,А„А»,—,А„А„} 

(2) GA, = {А,,А»А,,АзА,„.,,А„А, 
群 中 每 一 个 元 都 出 现在 (1) 及 (2) 中 ,而且 只 出 现 一 次 . 

以 (2) 为 例 来 证 明 这 个 定理 . 

第 一 步 : 取 X 为 群 中 任 一 元 ,证 明 X 必 出 现 . 

已 知 群 G 中 存在 群 元 A, ЖХ,А ЖЕН, Ы, С 中 
必 有 一 群 元 为 XAi!, 令 XA; =A ,于 是 X=AA. 已 知 A，,A， 
是 (2) 中 的 元 ; 故 X 出 现在 (2) 中 . 

第 二 步 : 证 明 X 不 能 出 现 两 次 . 

假设 有 男 一 个 群 元 A, ,使 得 A,A,=X 出 现在 (2) 中 .由 于 已 
H X = AA, 因此, АА, = A. А,. ЇЇ А, = A (A,A, `) = 
(AAA; = (A A,A, = A. 可见 ,X 只 能 在 (2) 中 出 现 
一 次 ， 

重 排列 定理 的 一 个 重要 推论 是 :如 果 f E e >ú A € G 的 任意 
果 数 ,那么 ,对 所 有 和 群 元 求 和 时 , 必 有 


УРА) = >,F(AB)= > (ВА) (1.1-11) 


其 中 А,В J N E G 的 元 . 
下 面 举 出 几 个 抽象 的 低 阶 群 全 部 可 能 的 群 表 . 
二 阶 群 :.G = 1E,A| 
据 单 位 元 的 定义 , 即 可 确定 群 表 的 第 一 行 及 第 一 列 为 :EE = 
E;EA = AE= A. 根 据 重 排列 定理 ,必然 是 AA = Е.И, 
А 11 А 


仅 有 一 种 群 表 ,如 表 1.5 所 示 . 这 种 群 可 以 由 A,A“= 下 产生 ,所 
以 是 人 循环 群 ,也 是 阿 贝 尔 群 . 群 G = 11, 一 11 及 群 
C,=IE,I (I 是 空间 反 演 操作 ,即将 r 变 成 一 + 的 表 1.5 
变换 ) 就 是 这 样 的 群 . E A 
三 阶 群 :.G= 1!E,A,B| EE A 
根据 单位 元 的 定义 , 仍 可 写 出 群 表 的 第 一 行 和 AJA E 
第 一 列 ,如 表 1.6 所 示 . 根 据 重 排列 定理 ,可 以 确定 
虚线 框 内 的 各 和 群 元 .例如 ,考虑 群 表 中 的 第 二 行 ,AB =?, 仅 从 第 二 
行 看 , AB 可 等 于 B 或 EE; 而 从 第 三 列 看 , AB RESTARE, Bi 
以 有 AB =E. 根 据 重 排列 定理 , 必 有 AA = B. 这 样 第 三 行 就 很 容 
易 确 定 为 ВА = E, BB = A, B it, В? = B 
(BB)= BA = E. НЧ KIJA: A = A 表 1.6 
(AA) = AB = E. & RH, — Bi BJ BE AR А # 
群 ,只 有 一 种 群 表 , 旦 A = В = A, В, É 
种 群 可 表示 为 G = 1E,A,A’|. 绕 某 固定 轴 转 
动 2x/3, 一 2x/3 及 不 动 操作 所 构成 的 轴 和 转动 群 
С; 群 就 属 这 种 群 . 
四 阶 群 :.G= Е,А,В,С|. 


表 1.7(а) 


利用 重 排列 定理 ,可 以 确定 四 阶 群 的 群 表 有 两 种 .一 种 是 四 阶 
的 循环 群 ,其 群 表 如 表 1.7(a) 所 示 ,其 中 的 B=A“,C= ВА = А?, 
所 以 G= 1E,A,A“,A’|. 另 一 种 四 阶 群 是 非 循 环 群 ,其 群 表 如 表 
1.7(b) 所 示 . 

А 12 • 


群 元 的 阶 АЖЕК Ж НГЫ ЖН KO B ЖЕК 
后 必 等 于 单位 元 ,这 是 有 限 群 群 元 的 一 个 普遍 性 质 ， 

定义 群 元 A Юа KA" 为 A 自 乘 次 ;A 的 负 WN 
А" (А 0"= (An) 1. Т, 


АСПА = Е = А (1.1 ~ 12) 


右 群 元 A 的 所 有 的 需 都 是 不 同 的 ,那么 A 是 无 限 阶 的 .在 A 
不 是 无 限 阶 的 , 则 在 连续 取 A ПИЖЕШ Ж, К ТТ ТЕ ЛЯ ТТ r 
Ks(W r>s), EB A = At IA ARZ, А = Е, Н 
r — s>0 ÈE Җ. 就 是 说 有 限 群 的 侨 元 А ВЖЖ TIK(r 一， 
次 ) 后 ,就 等 于 单位 元 上. 如果 有 一 个 最 小 的 正 整数 a, 使 ASE, 
a 就 称 作 群 元 A 的 阶 . 例 如 ,在 р, # h , A2 = В?= C° = E , B 1 
群 元 А,В,С 的 阶 都 是 2, 而 站 = 后 = 上 ,所 以 D . F 是 三 阶 的 群 
JL. 

如 果 群 元 A 的 阶 是 a, 那 么 A ЮА Ж 


A*=(A'=FE,A,A’,…,A’- 1) 


共有 a 个 元 素 , 它 们 必 是 彼此 不 同 的 .因为 如 果 它 们 之 间 存 在 相 
HLR, W A”= А, Н ~ 5 Л Ға, ХВ, А E, Mrs 
<а, 5 A 是 a ГЕНЕ, ЧАА ar. 

Ш ЖР ЛЕ ЕЕ k, E a 阶 的 群 元 4 AA = E ,BR2Z А 
必 为 a 的 整数 倍 , 即 可 被 a 整除 .因为 ,根据 群 元 阶 的 定义 , 必 存 
在 上 之 a. 这 样 ,就 可 将 上 写成 k= patga, EF p,g JEYK, H 
p=1,0<g<a. FÆ, 


А* = А#*Ф= APA? = ( А°)?ДА# = Aq = E 


根据 式 (1.1-12),4=0, 于 是 有 = ра. 
生成 元 (或 称 生 群 元 ) 从 群 的 定义 可 见 , 群 G 完全 由 其 乘法 
a 13 r 


表 所 表 出 .但 是 ,在 确定 群 的 乘法 表 时 却 可 以 不 必 知 道 G 的 全 部 
元 ,只 要 知道 群 G 的 部 分 元 R,S,… 及 其 运算 规则 , 即 可 以 写 出 完 
整 的 乘法 表 . 也 就 是 说 ,由 群 G 的 一 个 最 小 的 群 元 的 集合 (如 Р, 
S ,…) 及 其 乘法 关系 就 可 以 构造 出 一 个 群 .这 个 最 小 的 群 元 的 集 
合 中 的 元 就 称 作 群 G 的 生成 元 ,它们 间 的 群 滋 关系 称 作 生成 关 

例如 4, 群 有 六 个 群 元 ,但 可 以 由 群 元 D МА 二 个 元 来 确定 
整个 群 表 ,所 以 ,ds 群 的 生成 元 是 D,A( 因 为 E= А?, С = АР, 
B= DA , F = D’), 生 成 关系 就 是 矩阵 的 乘法 规则 . 

又 如 已 知 群 的 一 个 元 是 A ,那么 它 的 所 有 整数 次 察 亦 必 为 群 
中 的 元 ,这样 从 A 就 可 以 生成 新 的 元 AT, A?,…… 直到 А" = Е. 
比 n 更 高 的 n+ 不 再 生成 新 的 群 元 ,因为 A" = А. ХЕ, 
的 元 就 是 A ,A*,A”,…,A" 二 EE. 这 个 群 是 nn 阶 循环 群 

再 一 个 例子 是 从 两 个 群 元 A 与 B 及 生成 关系 A*=B’= 
(ABY = 下 构造 一 个 群 . 

由 于 A = E,B = E X ЛЫ 48 E.A.B 及 B*, 辣 时 还 
会 包含 A,B É B° 的 所 有 乘积 . AB K BA 是 由 生成 元 产生 的 两 
个 新 群 元 ,因为 A 与 B 是 不 对 易 的 .这 可 证 明 如 下 : 硅 A 与 B 可 
对 易 ,从 (AB) = 五 ,得 


E = AB АВ = А?В? = В? 
但 这 不 符合 生成 关系 ,所 以 АВ5 ВА. 
(AB)B = АВ? 是 群 中 的 元 .(AB)=E 所 以 (AB)7 = 
AB ,或 AB=B i1A :=B -1A( 因 为 A“=E, 所 以 A 1= A). 从 
B =E, B != В?, RE, AB = BA ,而 


(AB)B = B? AB = B? B? A = ВА 


于 是 ,由 群 元 A 与 B 及 其 生成 关系 所 构成 的 群 是 六 阶 的 ,其 群 元 
Ж Е.А,В,В?,АВ, ВА ,其 乘法 表 为 : 
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群 的 生成 元 的 选择 不 是 唯一 的 ,同一 个 群 可 以 有 各 种 不 同 的 
生成 元 ,如 上 例 的 生成 元 可 选 1A ,了 ,也 可 选 14 ,BA4,AB+， 
IB.,AB 1 等 . 


$1.2 РНБ 


子 群 ” 群 G 中 的 一 些 元 的 集合 S , 若 在 相同 的 群 乘 定义 下 又 
构成 群 , 则 S 称 作 群 G 的 子 群 . 

“由 于 群 乘 定义 未 变 , 结 合 律 肯 定 满足 .所 以 ,判断 群 中 一 个 子 
集 是 否 构 成 子 群 ,主要 检查 子 集 中 是 否 存 在 单位 元 、 逆 元 以 及 各 元 
间 的 乘积 是 否 仍 在 子 集中 (封闭 性 ). 对 于 有 限 群 ,只 要 证 明子 集 具 
有 封闭 性 ,这 个 子 集 就 是 有 限 群 的 子 群 (参看 本 章 习 题 19). 

定义 一 个 集合 7 同一 个 元 X 的 乘积 xX (或 Xn) 为 一 个 集合 ， 
其 中 包含 X 右 乘 ( 左 乘 )7 中 一 切 元 的 乘积 ;定义 两 个 集合 ЖЕ 
的 乘积 ER 纪 ) 为 一 个 集合 ,其 中 包括 w 中 一 切 元 同上 中 一 切 元 
的 所 有 乘积 ,如 出 现 重复 的 元 ,只 取 一 次 ;定义 两 个 集合 相等 ,只 要 
等 式 两 边 的 集合 所 包含 的 元 是 一 样 的 ,而 元 的 排列 秩序 可 以 不 同 . 
于 是 子 群 S 的 封闭 性 可 以 表示 为 

SS = S 
关于 子 群 的 例 . 
І. 在 正三 角形 对 称 群 D. 群 中 , (Е, р, ЕБЕТ, (Е, 
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A1、IiE,BI 和 1E,C| 都 是 子 群 ,它们 的 群 表 是 
表 1.9 


F D F 
F A 

E D F 
EIE А 

D F E 
A | À E 

Fi F F D 

(a) (b) 


F В 
E 

Е В Е|Е С 
D 

B E СІС Е 


2. Dyy 群 ( 见 本 章 习 题 7) 的 子 群 为 |E,c,, с.с, (Е, 
Сааба 4041, (Е, сз, Іса, Іса. ЕИ ТР ТЕ, со, Е Ў 
子 群 . | 

根据 子 群 的 定义 ,任何 一 个 群 都 存在 两 个 平庸 子 群 ,一 个 是 仅 
由 单位 元 E 构成 的 子 群 , 另 一 个 是 群 G 本 身 . 上 面 所 举 的 例子 都 
不 是 平庸 子 群 ,这 样 的 子 群 称 作 真子 群 . 

陪 集 1. 定义 | 

设 S 是 群 G 中 的 子 群 ,其 群 元 是 1E,S,,…,S,|, 取 群 G 中 
不 属于 子 群 S 的 一 个 元 X 右 乘 子 群 的 所 有 元 ,所 得 的 集合 SX 为 


$Х={ЕХ,5,Х,,5,Х| (1.2—1) 


称 作 子 群 关于 X 的 石 陪 集 . 
同样 可 以 定义 左 陪 集 XS. 
ж XES, 则 根据 重 排列 定理 ,有 


SX = Х5 = 5 (1.2-2) 


这 仍 是 子 群 本 身 ,不 称 为 陪 集 . 

例 : 在 Р, ++, Ер ,ЕНЯ—Т E А,В,С}, 
子 群 |E、A1 关 于 B 的 左 陪 集 是 1B、D|, 右 陪 集 是 1B、Fji; 关 于 C 
的 左 陪 集 是 i1C、F1, 右 陪 集 是 {C、D} .由 此 看 出 ,由 相同 元 形成 的 
左 陪 集 与 右 陪 集 并 不 总 是 相同 的 . 

2. 几 条 有 关 陪 集 的 定理 .证 明 是 针对 右 陪 集 给 出 的 ,但 得 到 
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的 结论 可 同样 适用 于 左 陪 集 . 

(1) # X SSES 的 一 个 元 ,那么 SX 不 是 一 个 群 . 

证 : 若 SX 是 一 个 群 ,那么 它 必 包 含有 单位 元 Е, НТЛ 
5 的 一 个 元 S, ,使 得 S,X = Е RL ARARE X= S> ,因为 
S, ES, Ak XES. 这 与 最 初 假设 X 不 是 S 的 一 个 元 是 下 丑 
的 .所 以 ,SX 不 是 一 个 群 . 

(2) G 中 的 每 一 个 元 必然 落 在 子 群 或 某 一 个 右 陪 集 中 ， 

证 : 令 久 EG 是 任意 群 元 ,那么 ,XX 必然 是 SX 中 的 一 个 元 .内 
为 取 S 中 的 单位 元 玉 , 则 有 ЕХ= Хх. XC€C G 而 不 属于 S 时 ,X 是 
HE SX 的 元 ;XES 时 ,X 就 落 在 子 群 S 内 . 

(3) 每 一 个 右 陪 集 包 含 s 个 不 同 的 元 . 即 在 集合 SX 的 s 个 元 
中 ,没有 相同 的 元 存在 . 

证 :假设 在 子 群 S 中 , 群 元 S Z S ,但 在 右 陪 集 SX 中 却 有 
S,X=S,X, 那 么 以 X 18 38 S„X = S,X, 则 有 5, = S, ,与 假设 相 
矛盾 , 故 得 证 . 

(4) 两 个 右 陪 集 SX K SY ,要 么 所 含 的 元 完全 相同 ,要 么 完 
全 没有 共同 的 元 . 

证 :我 们 证 明 若 SX 与 SY 有 共同 元 . 则 它们 必 会 完全 相同 
的 元 . 

设 SX 及 SY 中 有 一 个 共同 元 ,例如 S.X = 5,Ү, 


YX 1= S sS, 


但 S'S =SvES 
即 YX 在 子 群 S 中 ,于 是 根据 重 排列 定理 有 


SYX `= S 
由 此 得 


SY = SX 
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即 二 者 所 含 元 完全 相同 .二 是 得 证 . 

(5) # Y 是 SX 的 元 ,那么 ,SY 与 SX 是 相同 的 .这 个 结果 表 
HH ,由 陪 集中 的 任意 元 所 形成 的 陪 集 是 相同 的 .所 以 , 陪 集中 的 任 
意 元 部 可 取 作 “ 陪 集 代表 元 . 

证 :由 于 Y= EY= SiY,Y 确实 是 SY 中 的 一 个 元 .根据 性 
质 (4), 若 Y 也 是 SX 中 的 一 个 元 ,那么 SY = SX. 

(6) 不 同 的 陪 集 数 (i 一 1), 其 中 i 必须 是 满足 方程 


g = 51 (1.2 — 3) 


的 整数 ,这 里 g 是 群 G 的 阶 ,s 是 子 群 S 的 阶 ,; 称 作 子 群 的 指数 . 

证 :根据 性 质 (3), 右 陪 集 包 含 了 ;个 不 同 的 元 .车 存在 (i 一 1) 
个 陪 集 ,那么 , 子 群 和 陪 集 共 包 含 了 si 个 不 同 的 元 ,而 这 些 元 都 是 
RE G 的 元 .根据 性 质 (2) 群 G 的 每 一 个 元 都 落 在 子 群 和 右 陪 集 
中 ,于 是 就 有 g = 51. 

这 个 性 质 亦 可 用 男 一 种 方式 来 表述 :一 个 g ЙЕ G, R + 
HE S 的 阶 s 必然 是 g 的 整数 因子 .这 种 表述 亦 称 作 子 群 阶 定理 .由 
这 个 定理 可 知 ,g 为 质数 的 群 G 是 没有 真子 群 的 . 

如 果 群 元 A 的 阶 是 a ,那么 群 元 的 集合 A.A... AEW 
是 群 G 的 一 个 子 群 ,根据 子 群 阶 定 理 知 g /eo 是 个 整数 .就 是 说 ,有 
限 群 的 每 一 个 群 元 的 阶 a 必 是 群 G 的 阶 g 的 一 个 整除 数 .由 此 可 
知 ,一 个 阶 为 质数 的 群 ,一 定 是 一 个 循环 群 ,并 可 由 不 是 单位 元 的 
任何 一 个 群 元 来 生成 . 

根据 (6), 可 以 将 群 G 按 子 群 S 的 陪 集 来 分 解 , 即 与 成 


G = 5 + SA, + SA; + ·-- + SA. (1.2— 4) 


其 中 A SE,A, U, A; 为 陪 集 代表 元 ,它们 分 别 是 右 陪 集 SA，， 
…, SA, 中 的 任意 元 .根据 性 质 (6) , 陪 集 代 表 元 可 以 不 同 , 但 各 陪 
集中 的 元 是 唯一 确定 的 ,所 以 上 面 的 分 解 是 唯一 的 .例如 ,对 于 D; 
群 ,S= iE,D,F|, 只 有 一 个 陪 集 {A ,B,C|, 于 是 
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С= 5 + 5А = 5 + 5В = S+ 5С 
尽管 陪 集 代表 元 可 写成 是 A、B 或 C, 但 


SA=SB= SC=iA,B,CI 


$1.3 Жїл УЖ 


Жл EGP PEE— UX ,使 群 中 的 元 A、B 满足 
B= ХАХ 1 (1.3-1) 


ВА, л B 与 群 元 A 3598. 
A B FR3 A ,W АЛЖАЖ#Е ЕВ, 92У 


А=Х !p(X `!) t= YBY | (1.3—2) 


其 中 Y= X ,是 群 G 中 的 一 个 元 ,所 以 ,A 5 B R 8.3 ea BJ. 
共 恩 具有 传递 性 . 若 A F B R.B XE C Mia MJ A УС 
ЖШ (ОШ EDS. A RCSB, ША 与 C JR Jb). 
因为 如 果 存 在 群 元 X 及 Y 满足 


B= ХАХ 及 C= YBY `! (1.3-3) 
则 
C= YBY :=Y(XAX ')Y :=(YX)A(YX) ! (1.3-4) 


YX 是 群 中 的 一 个 元 ,所 以 ,A 5 C Ati. 
对 于 和 矩阵 群 ,两 个 元 共 罗 就 是 两 个 矩阵 相似 . 
根据 共 斩 性 ,可 把 群 中 的 元 分 成 若干 共 斩 类 (或 简称 类 ). 
类 1. 定义 
群 中 互 为 共 力 的 元 的 完全 集合 就 称 作 类 . 
由 这 个 定义 可 知 , 群 G 中 的 任何 一 个 类 C 都 满足 
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XCX =C VXEG (1.3—5) 


例如 ,包含 群 元 A 的 类 ,就 由 群 中 的 每 一 个 元 X 与 A ЖШ 
XAX :而 形成 的 ,A 本 身 就 是 这 个 类 的 一 个 元 IN A = EAE. 
具体 到 D. #,Е 自 成 一 类 ,D.\F 属 一 类 ,因为 : 


ЕРЕ = р ADA != ВА = Е 
BDB {= СВ= Е СОС = АС = Е 
ррр`= Ер != D ЕРЕ = ED = р 


А,В,С 属 一 类 . 同 理 C3, 群 也 分 成 三 类 :五 自 成 一 类 ,Cj3。、C3z 成 
一 类 ,Tc czc icp 成 一 类 . 

2. 类 的 简单 性 质 

(1) 单位 元 自 成 一 类 . 

(2) 群 中 没有 任何 一 个 元 是 属于 两 个 不 同 的 类 的 , 即 不 同 的 
类 中 没有 共同 的 元 . 

(3) 除 单位 元 这 一 类 外 ,其 余 各 类 都 不 是 子 群 ,因为 这 些 类 中 
不 包含 单位 元 . 

(4) 交换 群 ( 阿 贝尔 群 ) 每 元 自 成 一 类 .因为 交换 群 中 的 每 一 
个 元 都 可 与 其 它 元 对 易 ,因此 对 一 切 X € G 都 有 


ХАХ =XX 'А=А, AEG 


(5) 对 于 矩阵 群 ,同一 类 中 的 各 元 互 为 相似 矩阵 ,因此 ,同类 
中 各 元 具有 相同 的 矩阵 迹 . | 

(6) 同类 的 元 素 有 相同 的 阶 . 即 : 

如 群 中 有 一 元 A ,其 阶 为 a, 则 A*=E, 那 么 ,与 A 同类 的 任 
意 元 XAX ! 亦 具有 相同 的 阶 a. 

证 : (XAX 1)* =(XAX ')(XAX !)-:(XAX !) 

= ХАХ != ХЕХ '=E 

所 以 ,A 与 XAX -有 相同 的 阶 . 
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(7) 对 于 食 转 动 操 作 的 群 ,转角 相同 而 转轴 可 由 群 中 的 元 转 
成 一 致 的 , 属 同一 类 . 

例如 在 正三 角形 的 D, 群 
中 ,A、B、C 同属 一 类 ,因为 


DCD = А 
ЕВЕ ‘= А 


也 可 以 这 样 来 考虑 :A、B、C 为 
转角 相同 而 转轴 不 同 的 操作 ,但 
C Ha ARED 转 成 A 轴 ,B 
轴 可 通过 操作 F 转 成 A 轴 , 故 
A.B.C 同属 一 类 .同样 ,D、F 
同属 一 类 ,因为 D、F 转角 相同 , 且 用 А,В,С 之 中 任 一 操作 都 可 
使 D、F 两 操作 的 转轴 转 成 一 致 . 

(8) # C 是 群 G 的 一 个 类 , 且 С=С, C, Canl СС 
中 所 有 元 的 逆 的 集合 , 即 C = CT CC 人 那么,C 也 是 
群 G 的 一 个 类 , 称 作 C BJ Ж. 

证 :已 知 XCX -1I=C 对 YXEG 成 立 ， 
那么 


图 1.4 


ХСХ =(XCX !)"!=C-1=C 对 YXEG 成 立 


所 以 ,C 是 群 G 的 类 . 

(9) 互 逆 类 乘积 的 集合 中 一 定 有 单位 元 出 现 , 且 出 现 的 次 数 
等 于 类 的 群 元 数 h ATER h. 为 类 的 阶 ) 

3. 有 大 类 的 定理 

定理 一 ”车 7 为 由 群 中 若干 完整 的 类 构成 的 集合 , 即 y= 
СС += > C,,X EË G 中 的 任意 元 , 则 ХХ -1= 7 成 立 . 

证 :已 知 ХС,Х !=C, 
所 以 
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ХХ = Х(С +С +) ХТ = ХСХ + ХОХ (+. 
= СС += 20,1 
HEE 任何 一 个 服从 关系 ХХ := n,V X€ G 成 立 的 集 
合 7, 必 由 大 于 完整 的 类 构成 ， 
WERA: E AR у 中 的 完整 的 类 抽出 ,余下 的 元 的 集合 是 £. 
于 是 
ХЕХ =E 
考虑 中 的 蘑 个 元 R, 则 上 式 左边 是 К 类 的 所 有 元 ,因此 右边 的 & 


就 是 一 个 完整 的 类 . 这样 就 证 明了 у 必 由 一 些 完整 的 类 构成 . 
定理 二 ”两 个 类 的 类 乘 有 


C,C; = > cC, (1.3-6) 
k 


式 中 со ER, ВНЕ C, 在 类 乘 C,C, 中 出 现 的 次 数 . 

其 中 类 乘 是 这 样 定 义 的 :两 个 类 的 类 乘 为 一 个 集合 ,其 中 的 元 
分 别 由 两 个 类 中 的 元 两 两 相 乘 而 成 .如 集合 中 有 重复 出 现 的 元 , 则 
出 现 几 次 就 取 几 次 . 

证 朋 : 由 式 (1.3 一 5) 得 

XCX !=C,, XCX =C. 
所 以 ， 
СС, = ХСХ `! XC,X =XCICX `! 


对 所 有 X€ G 成 立 .根据 刚刚 证 明 过 的 逆 定 理 ,集合 CiC; 必 由 一 
些 完 整 的 类 构成 ,因而 可 写成 式 (1.3-6) 的 形式 , 即 
| СС = > cC: 
例 : 正 三 角形 的 D, 群 , 六 个 元 共 分 三 类 ,可 表示 为 
Ci =E; C= А,В,С; C|. = 1D, F; 
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于 是 ， 
СС = С; С Сз = Сз; С.С: = 2C.; 
С„С„=3С,+3С-; С-+С-„=2С, +С. 

定理 三 有 限 群 G 的 阶 为 g, 类 C 的 元 数 为 h., 则 有 g /he= 

和 证明 :分 三 步 来 证 明 这 个 定理 . 

第 一 步 ; 取 群 G 中 某 一 个 确定 的 元 XEG, 取 SEG, 满 足 
SXS ”=X 的 所 有 元 的 集合 1S1 = S ,证 明 SX 是 群 G 的 一 个 子 
RE. B 

S,,S,€ sx, 
则 有 
SIXS 1I=X，SXSTI=X (1.3-7) 
于 是 
(5,5,) Х(5,5,) '=5,(5,Х5,!)5;!=5,Х5;!=Х 
(1.3— 8) 
ERRI, SS ES! H T SX 是 群 G 的 具有 封闭 性 的 子 集 , 故 5^ 
是 群 G 的 子 群 . 
* 2 REF G 按 子 群 S 的 陪 集 来 分 解 ,得 


G= К,5* + К„5^ +... + R.S2 (1.3 一 9) 
其 中 R, = E, Rə, Rs, t, R; 是 陪 集 代表 元 . 作 X HJ 4E #5 JG 
Ri XRi!, R XR; ，…,RXR;I. 下 面 将 证 明 , 全 部 与 X Tk B JG 
共有 i 个 , 即 
Ре =} (1.3—10) 
为 此 只 要 证 明 ; 
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(1) 用 属于 同一 个 陪 集 内 的 元 R, K R. fE X 97, VA 
Р.Х. = R,XR, | (1.3—11) 


因为 , 若 К„,К„ 同属 于 左 陪 集 R,S” , 必 有 一 S, 存在 ,使 
К,= RnSs， ЖФ 5,6 5* 
于 是 ， 
R, XR, =(R,S,)X(R,S) = Ra (S XS, ')Р№,,! 


(1.3- 12) 
根据 式 (1.3-7),S.XS。=X, 所 以 ,上 式 变 成 


R XR != R XR! 
这 就 是 式 (1.3 一 11). 
(2) Ж R, ,R, 满足 式 (1.3 一 11), 则 R., R, 属 同一 个 陪 集 . 
以 R 左 乘 式 (1.3-11) 后 ,再 以 R, 右 乘 之 ,得 


X = R-IIRKXR, К, = (R i, R X(R; R.) ! 


(1.3—13) 
可 见 ЕЮ К„Є5^,И _ ЕЮ„ЄК„5^ (1.3—14) 
ЖИВ, Р, Р, 属 同 一 个 左 陪 集 R,S*. 
第 三 步 : 根 据 式 (1.3- 10) 及 式 (1.2 -3) ,得 
i= he = #- 或 В; (1.3—15) 
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其 中 ,s 是 一 个 整数 ,是 子 群 S 的 阶 . 


$1.4 正规 于 群 与 商 群 


正规 子 群 1. Tc f BE 
£ S 是 群 G 的 一 个 阶 子 群 , 即 
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$5=|Е=5\,5;,,5,| o (1.4-1) 
X 是 群 G 中 某 个 确定 的 元 , 则 集合 

IXS, X 1.,XS,X !,-:. XSX ! = ХХ! (1.4-2) 
构成 群 , 称 作 群 G BJ ЖРТ R. 

下 面 来 证 明 集 合 XSX -构成 群 . 

(1) # XS,X !K XS,X 是 集合 XSX ”中 的 任意 两 元 , 那 
么 ,由 于 S, K S, 是 群 S 中 的 元 , (XS,X ') (XS,X ') = 
X(S,S,)X "也 是 XSX 中 的 一 个 元 ,满足 封闭 性 条 件 . 

(2) Ж XS,X !,XS,X 及 XS,X 是 XSX ”中 的 三 个 元 ， 
那么 它们 之 间 的 乘积 满足 结合 律 . 

(XS,X l.XSX !)XS,X !'=XS,S,S,X 1 
= XS,,X '(XS,X '-XS,X `!) 


(3) HT S 中 有 单位 元 ,XSX ! 中 肯定 有 单位 元 . 

(4) 同样 ,由 于 S 中 每 个 元 都 有 道 元 ,所 以 XSX ”的 每 个 元 
都 有 逆 元 . 

2. 正规 子 群 

对 于 群 G 中 的 每 一 个 元 X, 当 G 的 子 群 S 满足 


ХХ '=S | (1.4-3) 


时 , 称 子 群 S 为 群 G 的 正规 子 群 .由 于 正规 子 群 S 所 形成 的 多 个 
ЖЕЕ XSX -1 都 相同 ,而且 就 是 S 本 身 , 所 以 正规 子 群 亦 称 作 
不 变 子 群 

要 注意 ,正规 子 群 的 定义 并 不 是 指 子 群 S 中 的 每 一 个 元 S。 
及 群 G 中 的 每 一 个 元 X 都 使 等 式 


XS,X ! =S, 


成 立 ,而 仅仅 是 说 两 个 集合 XSX 'K S 包含 有 相同 的 元 . 
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根据 式 (1.4 一 3) 的 定义 ,可 以 得 到 D, 群 的 正规 子 群 是 iE， 
D ,Fi ,而 其 它 子 群 和 EE,Ai ,jE,BI 及 1E,Ci 则 不 是 正规 子 群 . 

3. 正规 子 群 的 性 质 

(1) 群 G 的 正规 子 群 S 是 由 群 G 的 一 个 或 几 个 完整 的 类 构 
成 的 .反之 , 几 是 包含 群 G 中 的 一 个 或 几 个 完整 类 的 子 群 ,都 是 G 
的 正规 子 群 . 

证 阴 : 令 S, 是 S$S 中 的 任 一 元 , 当 S E G 的 正规 子 群 时 ,对 于 
每 一 个 X€ С, Х5 X 必然 也 是 S 的 一 个 元 ,所 以 S 包含 
T S, 的 整个 类 .反之 ,石子 群 包含 了 群 G 中 的 一 个 或 几 个 完整 
类 ,例如 : 

S=C tO | (1.4-4) 
根据 式 (1.3 一 5), 对 一 切 久 EG 在 在 
XCIX =C 及 ХСХ '=C, 

因此 有 


ХХ !=XC X !+XC,X !=C +C,=S 


上 式 就 是 式 (1.4 一 3), 所 以 ,S R G 的 正规 子 群 . 

| (2) 对 于 一 切 AC G, ETE S 对 于 A 的 左 障 集 AS KÍ 
陪 集 SA 是 一 样 的 , 即 有 

AS= SA (1.4 — 5) 


有 时 也 把 这 作为 正规 子 群 的 定义 . 

证 明 : 只 要 证 明 SA 中 的 一 个 元 也 是 AS 中 的 一 个 元 即 可 . 

当 S 是 正规 子 群 时 , 设 B 是 SA 中 的 元 ,那么 , 必 存 在 一 个 元 
S ES 使 B=S,A, 于 是 A 'B=A !'S,A, 这 是 A ISA 中 的 一 
个 元 .所 以 也 是 S 中 的 一 个 元 , 即 A-1BES, 邻 A -1B= S,, 则 
А(А 'B)=B=AS, 是 AS 中 的 一 个 元 ,于 是 得 证 . 

正规 子 群 S 这 个 性 质 表明 ,S 作为 一 个 整体 ,可 以 与 群 G 中 

А 26 ° 


的 任意 元 对 易 . 

(3) 正规 子 群 的 一 个 障 集 与 娘 一 个 陪 集 的 乘积 (包括 陪 集 月 
身 相 夹 ) 必 为 一 个 陪 集 或 者 正规 子 群 . 

ШЕВ. ЕМРЕ S 的 两 个 陪 集 是 SA K SB, 其 中 А,В ж 
G 的 两 个 无 ,二 者 可 以 相同 . 作 这 两 个 陪 集 的 滋 积 : 

SASB = SASA `! AB = 5(АЅА ` ')AB = 8$АВ = SAB 
(1.4-6) 

л A. BEG, WRA. BA AETES 中 ,那么 ,乘积 SAB 就 是 一 
个 陪 集 . 如 果 (AB)ES, 那 么 ,乘积 就 是 正规 子 群 本 映 . 

商 群 1. 商 群 的 定义 

С 的 阶 是 g, 其 正规 子 群 S 的 阶 是 ;. 于 是 存在 i= g/s 个 
陪 集 (包括 正规 子 群 ): SA C 5), SA,,…,SA,;. 现 在 ,我 们 把 正 
规 子 群 及 陪 集 这 i 个 集合 作为 "数学 对 象 ,以 集合 的 乘法 作为 群 
乘 而 构成 的 群 ,定义 为 群 G 对 其 正规 子 群 S 的 商 群 , 记 作 G/S, 
有 


GLS=1S, SA SA; (1.4—7) 


下 面 证 明 上 述 的 i 个 集合 (元 ) 组 成 群 . 
(1) 满足 封闭 性 .由 群 乘 定义 及 式 (1.4 一 6), 应 有 
ЅА,„ SA, = S(A,A,) (1.4— 8) 
可 见 商 群 任 两 个 元 的 乘积 仍 为 S 的 一 个 陪 集 ( 在 此 不 必 区 分 左 陪 
集 与 右 陪 集 ,因为 对 于 正规 子 群 , 左 陪 集 与 右 陪 集 是 相同 的 ). 
(2) 满足 结合 律 .根据 式 (1.4 一 8)， 
(SA,SA, )SA, = S(A,A,A,)= SA, (SA,SA, ) 
| (1.4-9) 
(3) 单位 元 就 是 正规 子 群 S,S= SA = SE. 
SESA, = S(EA, )= SA, (1.4— 10) 
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对 所 有 SA, .1< m < 成立. 

(4) 存在 逆 元 . SA,, 的 逆 是 SA %!, 这 个 元 也 是 商 群 G/S 中 
的 一 个 元 . 

SA,SA-'=S(A,A,')=5 (1.4 — 11) 

2. МЕНИ 

群 G 是 点 群 C3,, 正 规 子 群 S=!E,c, сз, 1, 于 是 , 商 群 
G/S 由 两 个 群 元 组 成 :S Ж 5(1с,,), ЖФ 5(1с,,) = S(Ic;c) = 
S(Ic.p)= ifc Icoc, Icop 1 .这 个 商 群 的 群 表 是 


表 1.10 


S 


S(Ic;,) 


S S( lecz) 
S(Ic.,)|S(Ic;,) S 


同 构 和 同 态 1. 同 构 有 两 个 群 G= A.B.C. IF G = 
A,B,C …| ,如 果 它 们 的 群 元 之 间 存 在 一 对 一 的 对 应 关系 , 即 
A A ,Be B ,…, 在 各自 群 乘 的 定义 之 下 ,大 AB=C 时 ,有 A 
B = C 对 一 切 群 元 成 立 , 则 这 两 个 群 是 同 构 群 . 

显然 ,互相 间 构 的 两 个 有 限 群 ,它们 的 阶 必然 相同 , 且 具 有 相 
同 的 群 表 . 

前 面 遇 到 的 六 个 3x3 和 矩阵 组 成 的 4; 群 与 正三 角形 的 对 称 群 
D, 是 辣 构 的 . D, 群 与 Ci, 群 是 同 构 的 , 群 元 之 间 的 对 应 关系 是 : 


Е+ E; А +» Іс›;; Be Icc; 


– 1 
С=› fcp; ПО «сз, ; Fec, 。 


2. Ж ”两 个 群 G= 1A,A，…，,Bi,B，…,， Ci, С, 
('=|А,В ,С', 若 群 元 之 间 存 在 着 多 对 一 的 单方 面 对 应 关 
系 , 即 
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在 各 自 群 乘 的 定义 下 ,# AB = C, , 均 对 应 于 АВ = C , 则 这 两 
个 群 同 态 ,或 称 准 同 构 . 

群 Cs, 与 其 对 正规 子 群 S=1E,c,,, cy. MAR C, /S AA. 
显然 ,任何 群 都 与 只 由 一 个 单位 元 构成 的 群 !E| 同 态 . 

在 同 态 关 系 中 , 群 С 的 每 一 个 元 都 与 群 G 的 几 个 元 相对 应 ， 
所 以 群 G 的 阶 必 小 于 群 G 的 阶 .在 同 构 关系 中 ,G’ 的 每 个 元 仅 与 
G 的 一 个 元 相对 应 ,所 以 , 同 构 是 同 态 的 一 种 特殊 情况 . 

3. 同 态 核 жи G 与 G 同 态 , 则 阶 较 大 的 群 G 中 与 阶 较 小 
的 群 G 的 单位 元 EE 对 应 的 那些 元 , 称 为 这 一 同 态 关 系 的 同 态 核 ， 
记 作 P. | 

关于 同 态 核 的 定理 : 群 G 和 同 态 群 G 的 同 态 核 P 是 群 G 的 
正规 子 群 . 

ШЕҢЯ:(1) # A— E ,BE , 则 4B 一 下 开 = Е, ҮА, В 
EP, 则 有 ABEP,P 具有 封闭 性 ,因而 是 群 G 的 子 群 . 

(2) Ж АЄР,СЄС, СС EG, А] САС СЕС! 
=E 对 一 切 C 成立. 这 就 是 说 CPC != P 对 一 切 CEG 成 立 . 所 
以 P 是 群 G 的 正规 子 群 . 
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直 积 群 的 定义 ”有 两 个 群 C。 和 Co ,它们 的 阶 分 别 为 g。 和 
ge AH С, = 1E,A,,…,As lGa = 1E,B,,…, Bs | ,如果 它们 满 
足下 列 要 求 ; | 
(1) G。、G 只 有 单位 元 EE 是 共同 的 ; 
(2) Ж G. 中 的 所 有 元 均 与 群 G。 中 的 所 有 元 对 易 . 于 是 
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GA OG,= {IE,A,,,A, ,В›,А»В›, A, В," A.B | 


(1.5—1) 
形成 一 个 g, Xx g, 阶 的 群 , 其 群 元 可 写成 А,В, 的 形式 ,这 个 群 就 称 
ЕС, 5G, 的 直 积 群 G. 也 可 以 说 群 G ERG, K WE G, WHERE 
积 . 记 作 G= G,@ G, . G, É G, ЖЕ С 的 直 积 因子 .只 要 证 明 集 合 
G 具有 封闭 性 ,G 就 是 群 . 
E Ar Ap E Ga Bi: Br E G.R Ст л А,В, K A, B, 
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( A,B,) (A,B,) 一 (A,A, )( B,B, ) 一 А.В, Є G (1.5 一 2 ) 
因此 ,GOG 形成 群 . 
例如 ;六 阶 的 循环 群 G = iE,A,A ,A”,A*,A”| 存 在 这 样 的 
两 个 子 群 ,S, =]E,A?, At R S,= |Е,А?}|, 5, 及 S, 除 单 位 
元 外 ,没有 公共 元 , 且 它 们 的 群 元 都 可 对 易 . 于 是 ， 
G= 5,095, = E, A? ,At,A?, A,A =A} = (Е,А,А?,А?,А*, A>) 


定理 ШЖ G= G,QG,,BEZ G, Ж G, 必 为 G 的 正规 子 群 . 

显然 ,G。 K G, ЖС 的 子 群 ,因为 G, X G, 的 元 组 成 了 群 G 
中 的 子 集 ,这 个 子 集成 为 群 .所 以 ,是 G 的 子 群 . 

进一步 证 明 G. E G, 是 G 的 正规 子 群 ， 

& Ж A; €E G, В, Є G, ABEG BA;B, = ВА, FT 1< 
<`а„,1<)< рд, 成 立 , 对 任意 的 В,Є G, k TE a Ju 


(АВ)В,(А,В) = A(BBB, )А, = ABA; ' 
= АА, 'B,= В, (1.5-3) 
RAB = X WERTER 
XG X '= CG, (1.5-4) 


所 以 G, 是 G ЈЕ ТА. АЕН, С, 也 是 G 的 正规 子 群 . 
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群 的 直 积 是 扩大 一 个 群 的 最 简单 的 方法 ,在 对 称 性 的 研究 中 
弟 常 用 到 .例如 ,起 初 ,我 们 只 了 解 到 所 研究 的 系统 的 对 称 性 群 是 
正当 转动 群 G ,后 来 发 现 反 演 1 也 是 系统 的 一 个 对 称 变 换 ( 操 
E). I SE 组 成 一 个 反 演 群 C;=1iE,1|. 由 于 C; 群 的 这 两 个 元 可 
与 任何 正当 转动 操作 对 易 , 所 以 ,我们 可 取 GC9C:i, 便 得 到 系统 的 
一 个 更 大 的 对 称 性 群 . 

HRR Ai G Eh G, 及 G, 直 积 而 成 ,那么 群 G 


的 类 便 由 所 有 满足 下 式 的 元 形成 | 

(AB) А,В,(А, В’) = А„В, (1.5-5) 
但 上 式 可 改写 成 

(ААА, !)(В,В,В;!) = A, B, (1.5—6) 
于 是 

ААА» = An, BBB; = В, (1.5-7) 


可 见 直 积 群 G 的 类 是 由 群 C。 的 类 与 群 G 的 类 的 乘积 形成 的 . 因 
IE, ERE G 中 类 的 个 数 是 群 G。 中 类 的 个 数 与 群 G, 中 类 的 个 数 
的 乘积 ; 直 积 群 G 中 每 一 类 中 的 群 元 数 hc 则 是 群 G。 BJ h. 与 群 
Gs ËJ h, 的 来 积 , 即 


ha = ВА, (1.5—8) 


半 直 积 群 的 定义 ”有 两 个 群 С, KG, B G, 是 在 Go ТЖ 
的 , 即 Y Bi€ G, 时 有 BG。B; = G WEG IE, A, A, o B, 
ABe 1 就 构成 一 个 群 , 称 为 С, 与 G。 的 半 直 积 群 , 记 作 G, A 
Gs. 其 中 G, 5 G, 的 次 序 是 不 可 以 颠倒 的 . 

设 z, 及 g 分 别 是 群 G。 K PE G, 的 阶 ,G。 K G, 的 半 直 积 群 
р, X gs 阶 的 ,只 要 证 明 集合 I,A2,…, A, В, | 具有 封闭 性 ,就 
证 明了 G.A G, 是 一 个 群 . 
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E G, С, РАЗ, ДЕВЯТОЕ G, AG,..4 G, ЖС, F 
不 变 , 同 时 G, ÆG, 下 亦 不 变 , 则 半 直 积 群 就 同 直 积 群 G, QO G, 
一 样 了. 
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1. 试 证 明 第 一 节 例 2.(4) 中 给 出 的 六 个 2 短 阵 构成 群 , 且 其 乘法 表 
与 同一 节 给 出 的 а, 群 的 乘法 表 相 同 . 
l 2 3 
2 . 现在 给 换 操作 | ， ， ”| 一 个 新 的 定义 ,把 放 有 东西 四 的 位 置 改 
a 


C у 


放 东 西 @ ,把 放 有 东西 @@ 的 位 置 改 放 东 西 四 等 等 (其 中 ac 也 是 东西 1， 
2,3 的 -- 种 排列 ) .证明 | 

(1) 全 部 新 的 置换 操作 仍 服 从 原 群 表 ; 

(2) 操作 结果 与 意义 跟 原 定义 不 同 . 

3. 四 对 象 的 置换 操作 共有 4! = 24 个 ,试用 循环 表示 法 列 出 四 对 象 置 
换 群 P, 群 的 群 表 . 

4. 假如 图 1.1 中 的 正三 角形 是 一 块 木板 ,A、B、C 三 轴 不 是 固定 于 空间 
而 是 画 在 木板 上 的 , 顺 时 针 和 赣 时 针 转 动 的 方向 也 是 画 在 木板 上 的 ,重新 讨 
论 六 个 操作 , 写 出 群 表 , 并 将 所 得 结果 与 表 1.2 比较 . 

5. 有 六 个 元 素 满 足下 列 的 乘法 关系 , 问 这 6 个 元 素 是 否 构 成 一 个 群 ? 


6. n 阶 循环 群 的 任意 元 A, BDM A, ETA? 

7. 有 一 个 方块 ,上 底 和 下 底面 均 为 正方 形 ,高 与 底 边 不 等 ,表面 涂 有 颜 
色 ,如 图 1.5 所 示 ,图 中 阴影 部 分 表示 涂 黑 ,其余 为 日 色 . 

(1) 验证 下 列 8 个 操作 是 使 物体 与 自身 重合 (包括 颜色 的 重合 ) 的 全 部 
操作 : 
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E: 不 动 操作 ; 

сое аА (с 轴 ) 转 180°; 

Crey TIER x 轴 与 y 轴 转 180°; 

[сэу cy y :分 别 是 绕 i+j 和 i-j 轴 转 180° 后 再 作 中 心 反 演 .这 两 个 操 
作 也 可 表示 为 са, É са, УЧЕ ПЕ d P i+ j; И: СЕ: А >F TBI BJ 
镜面 反射 ; 

Ic ,, : 绕 垂 直 轴 (>z 轴 ) 逆 时 针 转 90" 后 再 作 中 心 反 演 ; 

Ics, : 绕 垂直 轴 (z 轴 ) 顺 时 针 转 90° 后 再 作 中 心 及 演 . 

(2) 证 明 上 述 几 个 操作 构成 群 ,这 个 群 称 作 О, й, НН. 

(3) 下 面 的 两 个 操作 也 是 使 物体 自身 重合 的 操作 ,为 什么 只 用 上 面 的 8 
个 操作 来 组 成 这 个 物体 的 对 称 性 群 ? 

gpca : 绕 = ЖЕЕ 90" 后 再 对 水 平面 (zy 面 ) 作 镜面 反射 ; 

opci! : 2 z 轴 顺 时 针 转 90* 后 再 对 水 平面 作 镜 面 反射 . 

8. 证 明 陪 集 不 包含 属于 子 群 的 元 ,并 证 明 陪 集 不 是 群 . 

9. 试 找 出 БР, 、C; A D. 8 WJ ESU T PE. 

10. 一 个 群 可 不 可 以 有 几 个 不 同 的 正规 子 群 ? 

11. 证 明 两 个 2x2 和 矩阵 


0 1 0 i 
ЫК 
-1 0 1 Ü 
按 矩 阵 乘法 生成 的 群 共 有 8 个 群 元 ,分 成 5 类 ,但 不 与 Caf a OA Эх 
个 证 明 可 见 , 两 个 具有 相同 的 阶 数 、 类 数 的 群 ,不 一 定 是 同 构 的 ). 
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12. 证 明 除 恒 等 元 外 的 所 有 元 都 是 二 阶 的 群 是 阿 贝 尔 群 . 

13. 证 明 由 两 个 可 以 对 易 的 元 A 与 B 及 生成 关系 A*= B° = E ИЙ 
群 是 非 循 环 的 阿 贝 尔 群 .这 个 群 的 阶 是 多 少 ? 

14. 证 明 每 个 指数 为 2 的 子 群 是 正规 子 群 . 

15. # G = H@ K ,证明 

(1) 商 群 G/H 5K 同 构 ; 

(2) G 5 H K K 5%. 

16. G 是 由 元 A 生成 的 12 ПОЙМЕ, НЕНА? 生成 的 G 的 子 群 . 试 找 
E HEG 中 的 所 有 陪 集 并 给 出 商 群 G/AH ВЕ Ж. 

17. 一 个 群 与 其 子 群 是 否 总 是 同 态 的 ? 为 什么 ? 

18. 证 明 二 阶 循环 群 与 四 阶 循环 群 同 态 . 

19. 在 有 限 群 中 有 一 组 元 的 集合 S ,对 于 群 乘 是 封闭 的 , 斌 证明 集合 S 
中 必 包 含 单位 元 及 各 元 的 逆 元 . 

20. 若 群 G SPE G IS: P 是 G 的 同 态 核 , 则 商 群 С/Р 必 与 G 同 构 
(由 此 可 知 ,在 同 态 关系 中 , 较 大 的 群 G 中 与 较 小 的 群 G 的 每 个 元 对 应 的 群 
元 数 都 是 一 样 多 的 ). 
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ЧНАДШНЕ 


52.1 НУШ л 


定义 群 G 的 矩阵 表示 ,就 是 一 个 与 群 G 同 态 的 方 窍 阵 群 . 
也 就 是 说 ,对 于 群 G 的 每 一 个 元 A ,对 应 者 方 窍 阵 群 的 一 个 方 扼 
D(A), ҒА 


D(A)D(B)= D(AB) (2.1-1) 


对 于 群 G 中 的 每 一 个 A 及 B ЯБУ. 

+ Ж ЕШ Б С 是 同 构 关 系 ,那么 这 个 表示 就 称 作 确实 表 
示 ; 若 二 者 是 同 态 关系 , 群 G 的 元 多 于 矩阵 群 的 元 ,那么 , 群 G 的 
儿 个 元 就 对 应 于 一 个 相同 的 矩阵 ,这 种 表示 就 称 作 不 确实 表示 .后 
面 还 会 看 到 和 矩阵 群 大 于 群 G 的 同 态 关 系 . 群 G 的 表示 记 作 Di， 
矩阵 的 行 ( 或 列 ) 数 1 称 作 表示 的 维 数 . 


由 定义 可 知 : 
(1) D(E)= 1,1 E ¿> 1 的 单位 矩阵 ; (2.1 —2) 
(2) D(A `')=[D(A)] !. (2.1-3) 


ВЈ £: R S Ар Е R T # BJ — 4" ЖЯ Е RR 
(УТУЕ, {ЕЮ ЖЕЖ 简称 为 表示 ). 
例 在 第 一 章 中 3x3 的 矩阵 群 d, 群 与 正三 角形 的 对 称 群 
Оз 群 同 构 , 因 此 ,ds 群 的 各 元 就 是 D3 群 的 一 个 三 维 的 确实 表 
示 . 即 
А 35 А 


1 0 0 0 1 0 
D(E)= Г 1 | D(A)= | 0 л 
0 0 1 0 0 1 
1 0 0 0 0 1 
D(B)= ' 0 | D(C)= ' 1 . 
0 1 0 l 0 0 
0 0 0 1 0 
D(D) = | 0 . D(F)= ' Ü | 
0 1 0 1 0 0 


第 一 章 还 给 出 了 六 个 2x2 矩阵 组 成 的 群 .该 群 与 d 群 同 构 ， 
因而 也 与 D, 群 同 构 , 所 以 是 D, 群 的 一 个 二 维 表 示 . 


1 0 1 0 
мв ao 
_ 1 УЗ _ 1 43 
2 2 2 2 
D(B)= D(C)= 
Үз 1 КЕ 1 
2 2 2 2 
1 43 _ 1 43 
2 2 2 2 
D(D)= D(F)= 
B33 _1 j _1 
| 2 2 2 2 


由 于 D, #5 Cs BE |B] 88 ,而 当 用 坐标 变换 来 表示 C3, 群 的 操 
作 时 ,就 得 到 了 D, 群 的 一 个 三 维 表 示 ，, В 


_ 1 ⁄3 _ 1 _3 
2 0 2. 2 0 
D(B)=| 433 1 Ó D(O=| 43 1 O 
2 2 2 2 f 
0 1 () 0 1 
_1 “3 1 3 
> 3 9 > Ü 
р(р) = Үз 1 0 p(F)= ШЕ 1 Д 
2 2 2 2 
0 0 1 () О 1 


D, 群 的 另外 一 些 表 示 , 在 这 里 不 一 一 列举 了 ,但 有 一 个 一 维 表 不 
还 是 要 提出 的 , 那 就 是 由 仅 有 一 个 元 的 矩阵 形成 的 表示 ，, 即 


D(E)=D(A)= р(В) = ·· = (1) 


这 个 表示 称 作 恒 等 表 示 . 任何 一 个 群 都 有 这 么 一 个 恒 等 表示 . 

对 于 每 一 个 群 , 实 际 上 有 无 限 多 个 表示 ,不 过 这 些 表示 都 可 由 
若干 个 基本 的 表示 形成 ,而 每 一 个 群 的 基本 表示 的 个 数 却 往往 是 
有 限 的 .这 将 在 后 面 讨 论 . 

等 价 表示 与 么 正 表 示 (1) 等 价 表示 

相似 变换 有 一 个 ! 维 的 方 矩 阵 M , 若 用 一 个 非 奇 异 的 ZX 


矩阵 $ 进行 变换 
M =S 'MS (2.1-4) 


那么 M 就 称 作 M 的 相似 变换 . 

等 价 表示 两 个 以 相似 变换 联系 起 来 的 表示 称 为 等 价 表 示 . 
WE рс — De. 由 于 和 矩阵 之 间 的 关系 不 受 相 似 变 换 的 影响 ,所 以 
把 一 切 等 价 的 表示 都 认为 是 相同 的 表示 . 


现在 来 证 明 ,对 于 群 G 的 一 个 表示 Dc 进行 相似 变换 后 得 到 
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的 Dc , 仍 为 群 G 的 一 个 表示 . 即 证 明 , 当 D(A)D(B)= рес) 
ЕУ, 


D (А)р(В) = D (С) 


亦 成 立 . 其 中 А,В 是 群 G 中 的 任意 元 ,C= АВ. 
根据 定义 


D (A)D (B)=(S 'D(A)S)(S !D(B)S) 
=5 'D(A)D(B)S 
=& !p(C)S 
= D'(C) 


例 将 4d; 群 的 各 元 (Ds 群 的 表示 ) , H EE 


l 1 1 
(з 46 “2 
ç= l 1 _1 
З 6 “2 
2 
_ 一 一 () 
V3 V6 


] 0 0 ] 0 

0 -4 УЗ о -1 _¥3 

р (В) = 2 2 D (С) = 2 
3 1 3 1 

0 2 2 0 2 2 
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l 0 0 1 0 0 


0 1 Е 0 1l x3 

р'(р)= 2 2| p(F)= 2 2 
_ 3 1 V3 -1 

0 2 5 O 2 2 


为 了 检验 两 个 表示 是 否 等 价 ,并 不 需要 找 出 变换 矩阵 S ,以 后 
会 讲 到 一 种 最 简单 的 方法 . 

(2) SERIK 

Z1E3ERE ШЖ КЕЕ ОӘО FETERE U WJ ЯЕ 
АЕО, U 就 称 作 么 正和 矩阵 .由 于 U" = Ui, 所 以 当 U != 
U' 时 ,U WE Z EW. 

Е ЕЖА ВЕ R EEK. 因为 R 是 正 交 的 ,所 以 
R !=R,H+T R 是 实 的 ,所 以 


Ri=R*—R=R`! (2.1 — 5) 


LERT GË G 的 一 个 矩阵 表示 中 ,所 有 的 矩阵 都 是 么 正 
的 ,那么 这 个 表示 联 称 为 群 G BJ— j" Z2 IEK& R. РАТЕ, 
D(A 7!) = D(A)i 成 立 . 因 为 对 于 么 正 表示 , р(А)р(А){ = L, 
VAEG 成 立 , 而 已 知 D(A)D(A 1!)= 了 ,于 是 ,D(A 1)= 
D(A).. (2.1—6) 

AR A IER H) jE 

定理 一 ”有限 群 的 任何 非 奇异 的 矩阵 表示 ,都 可 以 通过 相似 
变换 变 成 么 正 的 第 阵 表 示 

证 上 明 : 只 需 指 出 对 群 G 的 任何 非 奇 异 的 矩阵 表示 ,总 存在 相 
MEME S 使 之 成 为 么 正 表 示 即 可 .证 明 分 三 步 进行 . 

为 书 与 方便 ,我 们 令 g 阶 群 的 表示 D(Al),D (A,),…， 
D(A,),…,D(A,) 记 作 A1,A;,…,A,,…,A 


£ ` 
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H= > A,A! (2.1-7) 
因为 
Н!= > (Al)'AÍ = Ула; =н (2.1-8) 
F,H ЖЖЖИ. H TVS KIE REAT UN —1- Z E 
相似 变换 变 为 对 角 和 矩阵 ,因此 ,存在 一 个 么 正和 矩阵 U, f H = 
U `' HU H X ЖЖ. Ifl 
H =U !HU= >VU !A,AlU= >, (U !A,U)XU !А И) 


= DAA, | (2.1-9) 
第 二 步 : 百 的 所 有 对 角 元 都 是 实数 而 且 是 正 的 .因为 
(Ha 2, 2, (A Ana 2, 24 Ar) lA,) i 
= - X> Q, Jy l? (2.1 — 10) 


见 , 只 有 当 (A， ) G = =1,2,3,…，/) 对 一 切 и 全 部 为 零 时 ， 
лк. 如 果 这 样 ,对 于 一 切 u KOR Е A, 都 将 有 一 整 
行 (第 & 行 ) 为 零 ,这 与 非 奇 异 表示 的 前 提 不 合 , 所 以 H 的 任 一 对 
角 元 都 不 可 能 为 零 . 

于 是 ,可 以 定义 两 个 实 的 对 角 和 矩阵 р, 和 р,: 


一 一 


1 1 
(DDa= (HA, (D,)#=(H)y (2.1-11) 
它们 满足 
р.р, =H. D D. = 1, 
р! = р;, р! = р, (2.1 12) 
其 中 1, ÆI Е. 
Ж ©. ЫЕ ШЕННЕ U У р, 的 存在 ,下 面 证 明 Ор, 就 是 
使 表示 矩阵 А, ЛЕВ Z IE RA, 的 变换 矩阵 . 
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А, = р;  !'AD. = D'U !A;UD, = (UD,) !A, (UD, ) 
现在 证 明 A.A Í = I, 
| АА! = (р; 'А,р,)(р;'А,р,)'= Ру! А,Р,р,А\р,' 
= Di 'А,НА{р;'= DI 'А, (> АА! AIDT) 
Р 
= ру '( 2, AAA7A1)D( 
Р 
= рг! >, (АА, )(А,А,) | D7! 
n 
=pr (> AA1)D = DI 1Hpi ! 
D ID D D =I, 


这 就 证 明了 新 的 表示 和 矩阵 A, 确 系 么 正 矩阵 ,于 是 定理 得 证 .在 证 
明 过 程 中 我 们 利用 了 重 排列 定理 . 

既然 群 的 一 切 非 奇 异 的 矩阵 表示 都 等 价 于 勾 正 表示 ,所 以 ,在 
以 后 讨论 群 的 表示 时 ,只 讨论 么 正 表示 . 

定理 二 ЖОС 的 两 个 么 正 表 示 Do 和 Dr 是 等 价 的 ,那么 ， 
必然 存在 一 个 么 正和 矩阵 О, f#: 


D(R)=U !p(R)U YREG. 
证 朋 : 已 知 Dc 和 DD 等 价 , 必 存 在 一 个 非 奇 异 的 矩阵 S ,使 
D (R)=S D(R)S V R€ G 
显然 
D(R ')=S DR )S  YREG (2.1 — 13) 
ЕЖА ЈЕ Ж 3E $p Ja ,得 
p'(R !)ї=858'р(Е !)'!(s 1) (2.1 — 14) 


因为 
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D (R 1)!=p'(R !) != p'(R), 
D(R у= p(R), (S !)!=(Ss!) ! 
所 以 , 式 (2.1 一 14) 变 成 
D (R)=S'D(R)(S)) 1 (2.1— 15) 
以 此 代入 式 (2.1 - 12), 49 


S 1D(R)S= SID(R)(S') `! (2.1—16) 
上 式 左 乘 S, AES 后 ,得 
D(R)SSt = 55'р( R) (2.1 — 17) 


矩阵 SS 可 以 与 D(R) 对 易 , 这 表明 以 SS) Е D(R) 的 相似 变换 ， 
使 D(R ) 不 变 . 且 


(551)! = ss! (2.1 — 18) 
故 SS 是 厄 米 矩阵 ,所 以 , 必 存 在 一 个 么 正和 矩阵 У 使 之 对 角 化 , 即 
y lssiy=? (2.1 — 19) 


Sh xL E. H RE ju Ж , У 
#t= (у 1$$!у)!= Vissi(v 1)! 
=V !ssiy= 9 (2.1 — 20) 
上 式 利 用 了 VV 的 么 正 性 , 即 у= V l (yv t= у. 
由 式 (2.1 一 19) 得 SS = VIV i, 将 此 式 代 入 式 (2.1 -17)， 
得 
VIIV iD(R)=D(R)V #Vv `! (2.1— 21) 
以 VY 左 乘 上 式 , 再 右 乘 以 V ,得 
FV !p(R)V= v ID(R)VY (2.1 — 22) 


上 上 式 表 明 9 与 V “D(R)V 对 易 . 
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ELMER RMTI ) = (%, 这 ,这 样 ， 
PP =F (2.1 — 23) 
H 
VID(RIV=V ID(R)VY  (2.1-24) 
以 9 ERRER ER, 
V ID(R)V ў =$ ViD(R)V (2.1 — 25) 
UVER, VARER, 
D(R)VS V =V V Ip(R) (2.1-26) 
即 уў vS D(R) 对 易 . 令 


- dm 


M= v $ У! (2.1 — 27) 
于 是 ， 
D(R)M = MD(R) (2.1— 28) 


令 U= MS ,下面 将 证 明 ,U 是 勾 正 矩阵 ,并 满足 式 (2.1 — 
11). 
ШШ! = MS(MS)'= MSSIM: = Vy V lsStv 9 V 
上 式 已 利用 了 v АЕК (У) =V, BAETIS “的 厄 米 性 
(S 六 =Y“ .再 利用 式 (2.1-19), 上 式 就 变 成 
UU'=V Y ay V lQ VV lO L, 
所 以 ,U 是 勾 正和 矩阵 .由 式 (2.1 一 12) 及 式 (2.1 - 28)48 
D (R)=S ` !M 'D(R)MS= (MS) 1D(R)(MS) 
=U 'D(R)U 
这 就 是 式 (2.1-11). 于 是 ,定理 得 证 . 
可 约 表示 与 不 可 约 表 示 Jy G 的 两 个 表示 和 矩阵 D(A) 及 
А 43 . 


D?( A) 来 构造 一 个 新 的 矩阵 D (A) 
D(A) =| ii моу (2.1-29) 


Ж p'(A) 1, BJ, D (A) L, ЁН), D(A)5 (l, + L.) # 
的 ,而 D(A ) 的 上 半 部 右边 1 x 1, 的 块 以 及 底部 左边 L, Xl, 的 块 
中 的 所 有 元 都 是 零 .这 种 形式 的 矩阵 , 称 为 块 状 对 角 和 矩阵 .可 以 证 
明 D(A) 也 是 群 .G 的 一 个 表示 ,因为 
Di(A)D'(B). 0 
р(А)р(В)= | 0 БАУР). 
[PD 2. 0. |- p AB) 
0 ' D“(AB) 
(2.1 30) 
我 们 称 形 如 式 (2.1-29) 的 表示 为 可 约 表 示 . 有 时 ,这 种 表示 由 于 
相似 变换 而 变 成 非 块 状 对 角 的 形式 ,但 仍 是 可 约 的 表示 .所 以 , 表 
示 的 可 约 性 是 这 样 来 定义 (判断 ) 的 : 耕 群 G 的 表示 Do ,可 以 用 同 
一 个 相似 变换 将 所 有 群 元 的 表示 和 矩阵 D(A )、Dp(B)、… 同 时 变 成 
具有 相同 块 结构 的 块 状 对 角 和 矩阵 ,那么 这 个 表示 就 称 为 可 约 表 示 . 
如 果 一 个 表示 不 能 做 到 这 一 点 ,那么 这 个 表示 就 称 为 不 可 约 表 示 . 
就 是 说 这 种 表示 不 能 用 更 低 维 数 的 表示 来 表述 . 
当 可 约 表 示 被 约 化 成 为 块 状 对 角形 式 时 ,用 不 可 约 表示 的 直 
和 来 表述 它 的 结构 是 方便 的 .在 我 们 的 例子 中 , 若 DL AD, 是 不 
可 约 表示 , 则 可 约 表 示 De 可 表 为 


1 2 
Do = D, BD. (2.1 -31) 


其 中 符号 中 表示 直 和 ,可 见 ,不 可 约 表示 是 “基本 的 "表示 ,在 实际 
应 用 中 , 群 G 的 不 可 约 表示 是 至 关 重 要 的 . 
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$2.2 ñF A 5] PH 


FRIE! £ H E BEBE A 同一 个 群 的 某 一 表示 中 的 
所 有 和 矩阵 对 多 , | 

(1) 若 此 表示 是 不 可 约 表 示 , 则 А 必 为 单位 矩阵 的 常数 倍 ; 

(2) ЖА 不 是 单位 矩阵 的 常数 倍 , 则 表示 必 为 可 约 的 . 当 肥 
是 厄 米 矩阵 时 , 约 化 矩阵 就 是 使 A 对 角 化 的 矩阵 . 

证 明 : 设 群 的 表示 是 D , 且 是 么 正 的 .已 知 


D(R)A=AD(R) YREG 成 立 (2.2—1) 


第 一 步 :定理 的 证 明 只 需 对 A УЛ ЖА EE BJ T т pR. yz PD п]. 
ШЕН Р: E Ç BJJg 2 1E380 


A'p(R)'= p(R)'aAÍ (2.2-2) 


因 已 知 D(R) 是 么 正 的 , 即 D(R)'= p(R) !. 于 是 式 (2.2 一 2) 变 
成 


AiD(R) != p(R) !А' (2.2-3) 

以 D(R ) 左 乘 及 右 乘 上 式 ,得 
р(Е)А'= Аїр(Е) YREG (2.2-4) 

用 A 和 A 造 两 个 厄 米 矩阵 : 
H=A+A', Ј= (А-А?!) (2.2-5) 

于 是 舒 尔 引 理 的 前 提 式 (2.2 一 1) 就 等 价 于 

D(R)H = HD(R) (2.2—6) 
D(R)J =JD(R) (2.2-7) 


REAKS EX JEKE H.J EARRA, MERKER A 也 
必然 成 立 .因为 ,在 H.J ÆRME RER, A 也 必然 是 这 样 ; 
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另 一 方面 , 若 4 不 是 单位 矩阵 的 常数 倍 , 则 H.J 中 至 少 有 一 个 不 
是 单位 矩阵 的 常数 倍 . 因此 , 舒 尔 引 理 车 对 厄 米 矩阵 成 立 , 对 非 厄 
KER 4 也 必然 成 立 . 

PPRA 为 厄 米 矩 阵 , 且 满足 式 (2.2 一 1). 由 于 厄 米 矩阵 
是 肯定 可 以 对 角 化 的 ,因此 , 必 有 一 - 勾 正 矩阵 S$ 存在 ,满足 


S 1465 = # (2.2 — 8) 
Жр ЖЯ — НН. Ж f u il Ж S 对 式 (2.2 一 1) 作 相 
EH. 
[S ID(R)S][S !'AS]=[S 'AS][S 'D(R)S] 
得 
S 'D(R)SA=ÆAS !D(R)S (2.2 —9) 
ЕЖ у 分量 
> [S !D(R)S],8, à, = Уу à [S ID(R)S]。 
| [S !D(R)S],;% А [S 7'0(8) 5], 
Bp 
[S 'D(R)S]; (4 -4 )=0 (2.2 - 10) 


这 时 可 以 有 两 种 情况 : 

(а) ARIAT A A 对 一 切 ?,) 全 部 相同 ; 

(b) x，、% 有 不 相同 的 . 

第 三 步 ; 先 讨论 情况 (b), 即 的 对 角 元 有 不 相同 的 ,因此 
(因而 A ) 不 是 单位 矩阵 的 常数 倍 .我 们 可 把 wf 的 全 部 对 角 元 分 成 
两 组 , 令 对 角 元 A =x， 的 分 在 第 一 组 ,其 余 W, # < 的 分 在 
男 一 组 , 记 作 st ,于 是 式 (2.2 一 10) 就 变 成 


[S 'D(R)S], (S, — Ap )= 0 
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Н ЕЖХЯ, 4а + В Н, 9 
[SiD(R)S] =0 VR€G (2.2-11) 


这 时 ,我 们 进行 一 个 相似 变换 ,改变 行 和 列 的 编号 ,把 第 一 组 
的 对 角 元 调 在 前 面 ,第 二 组 的 在 后 面 ,这 时 ,所 有 的 窍 阵 
S “D(R)S 就 同时 成 为 分 块 对 角形 式 , 即 为 


由 此 得 出 两 点 结论 : 山 全 部 表示 矩阵 D(R) 都 可 以 通过 一 个 么 下 
变换 (变换 S 加 一 个 重新 编号 的 变换 ) 同 时 成 为 有 相同 结构 的 分 
块 对 角 和 矩阵 , 即 D(R) 是 可 约 的 .人 @ 约 化 矩阵 就 是 使 A 对 角 化 的 
Ж ЕЕ. 

这 就 证 明了 引 理 的 第 二 部 分 . 

第 四 步 :讨论 (1) 的 情况 , 若 已 知 表示 为 不 可 约 表 示 , 则 A 有 
两 种 可 能 :DA 是 单位 惩 阵 的 常数 借 ; 的 4 不 是 单位 矩阵 的 第 数 
们 .情况 已 导 致 表 示 是 可 约 的 结论 , 忆 前 提 巴 厦 , 因 而 苹 不 可 能 的 ， 
所 以 只 可 能 是 情况 中 , 即 А 只 能 是 单位 矩阵 的 常数 倍 . 这 就 证 明 
了 引 理 的 第 一 部 分 . 

至 此 , 引 理 全 部 证 完 . 

FRI ERRER (1) 者 除 单位 矩阵 的 常数 倍 外 ,没有 任 
何 非 零 矩阵 能 与 群 G 的 某 一 表示 的 所 有 和 矩阵 对 易 , 则 这 个 表示 是 
不 可 约 的 ; 

(2) 若 群 G 的 表示 是 可 约 的 ,那么 , 必 存 在 至 少 一 个 非 零 的 、 
不 是 单位 矩阵 的 常数 僧 的 矩阵 与 所 有 表示 和 矩阵 对 多 ， 

证 明 : 先 证 后 一 个 .者 Dc 是 群 G 的 可 约 表示 , 则 -一定 人 存在 一 
个 么 正和 矩阵 $, 使 D(R)(Y REG) 全 部 变 成 为 有 相同 块 结 构 的 
分 块 对 角 和 矩阵 D (R). 


D(R)=S '!D(R)S, VY REG (2.2 — 12) 
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D (R) 是 分 块 对 角 和 矩阵 ,例如 : 


HX — H [£ À ‚< 


其 中 a 60,1, AAMER. A' 对 角 块 的 结构 与 D'(R ) 的 相同 .这 
样 ,和 Утар (К), В 


AD (R)= р (К)А' (2.2— 13) 
将 式 (2.2-12) 代 人 上 式 , 得 
AS D(R)S=S !D(R)SA (2.2— 14) 
将 上 式 两 边 左 乘 $S , 右 乘 S$ 18 
845 'D(R)= D(R)SASS `! (2.2- 15) 


Ж A = SA S !, 即 有 
AD(R)=D(R)A, YREG (2.2- 16) 


其 中 A 不 可 能 是 单位 矩阵 的 常数 倍 . 

这 就 证 明了 对 群 G 的 可 约 表示 Dç ,总 能 找到 一 个 非 单位 矩 
阵 的 常数 倍 的 矩阵 与 其 所 有 表示 和 窍 阵 对 易 . 

奇 除 单位 矩阵 的 常数 信和 外 ,再 也 找 不 到 其 他 和 矩阵 与 之 对 易 的 
表示 ,就 必然 是 不 可 约 表 示 . 

这 就 证 明了 每 尔 引 理 逆 定理 的 全 部 内 容 . 

利用 每 尔 引 理 判 断 群 G 的 表示 是 否 可 约 时 ,往往 利用 群 中 属 
于 同一 类 的 和 名 元 的 表示 和 矩阵 之 和 ,必然 与 群 中 一 切 元 的 表示 甜 阵 
对 易 ( 参 看 习题 2) 的 性 质 , 得 出 几 个 与 表示 的 一 切 和 矩阵 对 易 的 矩 
E 4 . 夺 它 们 不 是 者 矩阵 或 单位 矩阵 的 常数 倍 , 就 足以 判断 这 个 
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表示 是 可 约 表 示 ; 若 它们 是 单位 矩阵 的 常数 倍 或 者 是 零 矩 阵 , SR Л 
能 用 此 法 判断 了 . 

舒 尔 引 理 不 仅 提 供 了 一 个 判断 表示 的 可 约 性 以 及 约 化 一 个 表 
示 的 原则 方法 ,而且 是 下 面 几 个 重要 定理 的 基础 . 


52.3 ”表示 外 阵 元 的 正 交 性 定理 


定理 : 设 De # Dr, 是 群 G 的 两 个 不 等 价 的 不 可 约 的 么 正 表 
示 , 则 


>, D'(R)¿ID (К) = dd6y7 (2.3—1) 
J 


REG 


g 是 群 的 阶 ,1, 是 不 可 约 表 示 Di; 的 维 数 ， 
证 明 : 定 义 一 个 L x L 的 长 方 矩阵 M 


M= > D(R)XD:'(R) ! (2.3-2) 


REC 
Ll: 分别 是 Ds 及 Da WJ 3. X 是 一 个 任意 的 LX 1, BJ TK Jr E 
阵 . 为 书写 方便 ,在 下 面 的 证 明 中 我 们 将 >, 写成 2,. 
apaypi #0 R 
D(S)M=MD'(S)，YSEG 成 立 (2.3-3) 
根据 式 (2.3 一 2) 
Di(S)M = > D'(S)D (R)XD:'(R) ! 
= SID (S) D (R) XD (R) 10565) -DIS) 
= S` DI(SR) XD (SR) 10568) 
‚40. 


最 后 一 步 是 根据 重 排列 定理 ,对 SR ЖШ R 求 和 是 一 样 的 . 
这 就 证 明了 式 (2.3 一 3) 成 立 . 

第 二 步 : 讨 论 i j 的 情况 ,证 明 这 时 M =0 

(1) 1, * 1 [18 LSL, (2.3-3) 90 / ЖЖ ,得 


МЇ Р(5)'=р(5)'М' (2.3-4) 
或 МЇ (S~t) = р (571) м! (2.3-5) 


上 式 用 了 康正 矩阵 的 性 质 D(S)i=p(S) !' =p(S 1). 对 上 式 左 
Æ M ,得 


MM'D'(S ` ')= MD'(S `!)M!` (2.3-6) 
由 于 式 (2.3-3) 对 于 SS” 也 成 立 , 上 式 可 写成 

мММ'р'(57') = р (5!) мм' (2.3-7) 
ЖЕ MM 可 与 群 G BJ PE £ K oR B BW D. H T D 是 不 可 约 表 
示 ,根据 舒 尔 引 理 , MM? 必 为 一 个 单位 矩阵 的 常数 倍 , 即 


ММ! = СІ, (2.3-8) 


其 中 p 是 单位 矩阵 .由 于 i; 者 二 ,所 以 ,M E 1 X 1, 的 长 方 矩阵 ， 
M` 则 是 1; x 1 ЮКОН. й MM' 是 L x 1 的 方 矩阵 .我 们 亦 
可 将 M 写成 1; x 1 УАВ, ФН (І - 2) 列 是 零 , M BEËL 
xl 的 方 矩 阵 ,其 中 补 入 (1 一 7;) 行 零 , 即 


t 
мо 25 | [MM | 02:39) 
-0 1-1% 


А 
detMM = де M ` аа сз Е (2.3— 10) 
0 ` 


男 一 方面 ,由 式 (2.3 一 8) 得 
detMM ` = С» (2.3—11) 
由 式 (2.3 10) 与 式 (2.3 一 11) 相 比 , 得 
C=0, MM'=0 (2.3— 12) 
即 2, MaM} = 2, MaM; = (2.3— 13) 
对 于 所 有 的 y Ry 成 立 . 当 取 jy =v 时 ,有 


> М.д |2 =0,Bp М, = 0, 
А 


也 就 是 说 
М =0 (2.3-14) 
(2) 当 /,= L 时 ,M 是 个 方 矩阵 .从 式 (2.3- 8) 得 
detM x det M` = С^ 
即 (det M )° = С“ (2.3— 15) 


存在 两 种 情况 ， 
(a) # C #0, дем = 0, M Яй Ж Pk fr fE RIIM! 
左 乘 式 (2.3 一 3) ,得 


M !D(S)M=D:(S) (2.3— 16) 
表明 这 两 个 表示 是 等 价 的 . 
(b) 车 C=0, 则 ММ'=0, Н М = 0. 
这 就 证 明了 当 Dc 及 DL 不 等 价 时 ,不 管 l = L ж 1, S.L, 
都 有 M=0. 所 以 ,M 的 本 一 矩阵 元 Ma。 = 0. 
第 三 步 ; 讨 论 i = 的 情况 , 即 D'(R) 与 D(R) 是 同一 个 表示 
А 5] а 


的 情况 ,首先 取 M 的 任 一 个 元 Ms。. 由 定义 知 
Mga = 2>, 2, 2 Di(R)aX, D (R), (2.3-— 17) 


由 于 半 是 任意 的 矩阵 ,所 以 我 们 可 以 取 X, = 1, 而 其 余 各 元 均 为 
Æ. Bp 


X, = 8,58, (2.3— 18) 
这 时 ， 
Mu = >; 21 ZD CR ) дад) oa 
= SID Rap (к); 
= LDCR) D (R) (2.3— 19) 
现在 , 因 i=j, 式 (2.3 一 3) 变 成 
D'(S)M= MD'(S), YSEG (2.3 — 20) 
根据 等 尔 引 理 , M 应 当 是 单位 矩阵 的 常数 倍 , 所 以 
Ma = С»ёз„ (2.3—21) 
常数 C BJ F Ps y,ó 表明 C 的 数值 可 能 与 y,8 有 关 , 即 与 所 取 的 所 
阵 XAK, MES a=B, 并 对 B 求 和 ,于 是 ， 
> Mg = > С» = LC; (2.3 22) 
万 一 方面 , 当 取 Xiy =1 BF, A K(2.3- 19), SHP a= В, ЖХ 8 
取 和 ,得 
> М» = > 2D (R) (К), 
= 2. 2 D (R ') (К) ә 
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= > Di (E) p= 8 
将 此 式 与 式 (2.3-22) 相 比 ,得 


Суз 一 gÓ; 
于 是 ， 


将 此 式 代 入 式 (2.3 ~21), 得 
M, — 1 дад 


H Ik K (2.3 — 19) 成 为 


Хр (Е) (R) p = 38.8, E 
Б t 


这 就 是 表示 和 矩阵 元 的 正 交 性 定理 式 (2.3- 1). 


52.4 表示 的 构造 


(2.3— 23) 


(2.3— 24) 


(2.3-25) 


对 称 变换 “我们 考虑 一 个 右手 坐标 系 ,对 称 变换 就 是 在 这 个 
三 维 空间 中 把 矢量 r 变 为 ~ ,从 而 使 图 形 发 生变 动 . 若 变换 后 的 图 
形 与 变换 前 的 图 形 重合 , 则 作用 于 r 上 的 算 符 R 就 是 对 称 操作 : 


将 上 去 写 成 矩阵 形式 


例如 :对 于 中 心 反 演 了, 它 使 r> -zr, 于 是 ,I 的 变换 矩阵 就 是 


-1 Ü 0 
0 一 | 0 
0 0 -1 


对 称 操作 的 集合 构成 对 称 性 群 , 其 群 元 都 对 应 着 一 个 3x3 Ж 
阵 , 这 些 和 矩阵 就 构成 了 一 个 与 对 称 性 群 间 构 的 矩阵 群 ,因而 是 对 称 
性 群 的 一 个 三 维 表 示 . 具体 到 Cs, 群 ,我 们 看 到 ,在 所 有 和 群 元 的 作 
用 下 ,xz、y 在 它们 之 间 互 相 变 换 , 而 « ЕНЕВ. 因此 ,变换 
矩阵 具有 分 块 对 角 的 形式 , 即 由 一 个 2x2 的 矩阵 及 一 个 一 维和 矩阵 
的 直 和 构成 .所 以 ,这 是 个 可 约 表示 ,其 中 2x2 矩阵 表示 是 不 可 约 
表示 ,一 维 表示 是 个 恒 等 表示 . 

但 是 ,上 述 方法 并 不 能 将 群 的 各 个 不 等 价 的 不 可 约 表 示 都 找 
到 ,所 以 还 需要 寻找 另外 的 确定 群 表示 的 方法 . 

函数 的 变换 标量 多 数 f(r) 是 空间 每 一 点 rf 上 都 有 一 个 确定 
的 标量 值 的 函数 .现在 我 们 考虑 在 对 称 变换 R 下 函数 的 变换 . 

设 有 一 对 称 变换 R ,把 点 r 变 到 r ， 


г = Rr (2.4-2) 


现在 我 们 设想 ,在 点 r 作 此 变换 时 ,将 此 后 处 ( 即 矢量 的 尖端 
Ak) RRE f(r) 的 函数 值 一 起 带 到 新 的 位 置 r .于 是 ,项 数值 的 空间 
分 布 就 发 生 了 变化 ,造成 一 个 新 的 晃 数 Fr). 这 个 新 图 数 (r) 
取决 于 原来 的 函数 f(r), 还 取决 于 点 的 对 称 变换 R. RIES E 
РЁ ЖО K 1 АЎ 


f (ғ) = Paf(r) (2.4-3) 


PR ÆFA T RRI E Я, BD РЫ % = ЇН] Р RIT, F ia R 表明 它 由 
对 称 变换 尺 引起 的 . 
根据 上 述 末 数 变 换 的 定义 ,原来 的 函数 在 原来 的 点 r 上 的 数 
值 ,应 该 等 于 新 函数 在 新 所 r 上 的 数值 , 即 
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f(r )= f(r) (2.4-4) 
由 于 r= 二 R ir ,所 以 有 


f(r)=f(R r) 
于 是 得 

f(r)=/(R r) (2.4—5) 
再 利用 式 (2.4 一 3), 得 

Prf(r)=f(R +r) (2.4-6) 


由 式 (2.4-6) ,可 以 证 明 函 数 变 换算 符 PR 是 么 正 算 符 , 亦 可 证 
明 ,Pi 与 1 有 BR 是 一 一 对 应 的 .大 


r = Sr = SRr 
那么 ,函数 变换 算 符 也 使 函数 f(r ) 作 相应 的 变换 


PePrf(r)= РАВ !r)= f(R 'S !r) 
= f[(SR) !r]= Psrf(r) (2.4 — 7) 
ИЙ, |Е,5,Т, e л AR, раж B| НАЯ Рр. Ps, 
P+,…|} 也 构成 一 个 群 , 昌 与 前 者 同 构 . Pre К, Pse S, Р5Рр = 
Pse e> SR .因此 {RI 与 {Pk} 有 相同 的 表示 .这 样 , 我 们 就 可 以 利用 
| Pg} 作用 于 坐标 函数 上 而 获得 与 1RI 同 构 的 群 的 表示 . 
群 表示 的 确立 在 函数 空间 中 取 一 组 函数 |p(r) p (r), 
…, p(T 作为 基 矢 , 基 矢 的 数目 等 于 空间 的 维 数 .以 PR 作用 于 
某 一 基 函 数 m (r) 上 得 到 一 个 新 的 函数 ,这 个 函数 可 展开 为 


Р.ф (ғ) = 2,@,(r)D(R)s, (2.4-8) 
B 
下 面 证 明 {D(R)| 就 是 | Ppr) 8 k РЕ, MA m EE IR) RRE 
阵 . 即 证 明 当 
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Pp,(r)= 2,9,(r)D(S) 
Р.ф (ғ) = Уор), 
及 PsPR = Рк 
成 立时 ,有 
D(S)D(R)= p(SR) (2.4-9) 
WERA : Ps Pr ф, (r) = Ps 2P) DCR) g. 
= У? |Psez(r)]D(R);, 
= > [>] ф,(г)р(5)]Р(Е)». 
= Sp nf TDs) DCR) a 
- SLDS] . (2.4 — 10) 


ya 


另 一 方面 
PsPRp,(r)= Рр, (ғ) = У e,(r)D(SR);, 


(2.4-11) 
以 此 式 与 上 式 相 比 得 式 (2.4-9), 即 


D(S)D(R)= D(SR) 


这 就 证 明了 [D(R)I 与 {Pri 同 构 , 从 而 也 与 1R1 同 构 , 所 以 是 {R| 
的 一 个 表示 . 

对 称 群 G 的 这 一 表示 Ос 的 维 数 ,决定 于 项 数 空间 的 维 数 ,这 
就 提供 了 一 个 寻求 各 种 不 同 维 数 的 表示 的 方法 , 即 取 不 同 维 数 的 
适当 的 孙 数 空间 ,就 可 以 得 到 群 G 的 不 同 维 数 的 表示 . 

例 1 R Di 群 的 表示 . Dyj 群 是 一 个 八 阶 的 群 ,由 八 个 对 称 
操作 组 成 ,它们 是 Е, со,» Cox a Cay Ga (Ico, ) s са 1с›„у) s ca, K 
Ica,. | 


. $6 ` 


(1) 对 称 操 作 的 变换 矩阵 上 面 八 个 对 称 操作 都 使 r 变 成 


r ,写成 矩阵 形式 就 是 


于 是 ， 
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т 0 -1 0 
| їс} = |1 0 0 
— z 2 0 0 —1 


当 变 换 和 矩阵 的 每 行 每 列 各 仅 有 一 个 +1 或 -1 的 情况 下 ,我 们 
可 以 用 下 列 简化 记号 ; 


E = (xyz ) c>, = (уе) Ca, = (ху) 
С2у = (туг) Id 一 (йг) ба, = (ул) 
Ic}, = (yzz) Ics, = (ухх) 


这 种 记号 的 意义 如 下 :以 od, = (ухх) 0 Ø, X 1 = # BJ Hi сз 作用 
+ y 


于 jy| 上 得 到 | -z 


z z 
下 的 三 个 位 置 称 为 位 置 zx, 位置 у МАУ В х,о = (ул) HA R Ж 
把 y 位 置 中 的 那个 字母 (不 管 它 是 什么 ) 改 变 一 个 符号 放 到 位 置 x 
中 ,把 原 在 位 置 x 的 那个 字母 ,改变 符号 放 在 位 置 y 中 ,>z 不 动 
等 .这 相当 于 以 前 讲 过 的 置换 操作 的 推广 (在 置换 操作 中 没有 改变 
和 从 号 的 问题 ) , Вр 


:也 可 以 这 样 来 理解 :在 一 列 是 阵 中 ,由 上 而 


又 如 


onda = ( yzz )( yzz ) = (ху) = c>, 
即将 位 置 z BJ AKP FE J M K {Л W х, AAE у 的 东西 也 
是 改变 符号 后 放 回 位 置 y 中 去 ,位 置 > 的 东西 不 变 . 
(2) 建立 以 z, у,= 为 目 变 量 的 函数 空间 ,例如 我 们 取 六 个 曙 
DEER: 
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фү(х,у,к)= х Q (Z ,y,z)= yz 

p.(r,y,z)= у psz, yz) = zz 

palz, y z)= 2 Pelz, y z) = zy 
这 样 的 函数 空间 包含 x ,y,z 的 全 部 二 次 齐 次 式 . 

利用 公式 (2.4 一 6) 及 (2.4 一 8), 用 Dss 群 的 八 个 操作 分 别 对 
六 个 函数 作用 ,得 出 下 表 . 其 中 除了 Ica: 5 1с, 外, 其余 六 个 操作 
的 逆 操 作 与 正 操作 相同 . 
(Teaz) `= [ci o (Тс) `= Іса, 


PEQ, Р, Pa Р. Pa Р, Pa Р, Pa Ps Pa Pie Pa Pi. ipo 


2 | Ф» p2 p2 Ф2 Фі Ф1 Фі Ф 
Фз| P3 P3 P3 p3 P3 P3 P3 P3 
P4 | P4 _ Фа Фа @% Ps Ps ` %@s @s 
Ф5 | Ф5 Ф Ps Ps P4 Фа Фа Фа 
Фе | Ф6 Pé @ 66 Ps Pe “Pe Pe 
由 此 得 到 的 表示 和 矩阵 为 
l 0 0: 
0 1 0. 0 
1: 
D(E)= | 777777 ЖА 5 0 
0 1 0 
0 1 
1 0 O 
0 1 O 0 
0 1 
D(cx,)= |77777 wasa оү 
0 0 -1 0 
0 О 1 
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() 
() 
D(c,, ) = 0- б saneren 
0 — 1 0 
0 0 —1 
1 () 0 : 
0 1 0; 0 
0 0 
D(c;,) = НИ 21 777777 0 aa 0 
0 0 1 0 
0 0 -1 
0 
1 0 
роц) ha 
0 — 1 0 
0 1 
() 1 () . 
1 0 O : 0 
0 0 1 : 
D (oa,) — | 0 1 тн 0 
0 11 0 
.0 0 1 
0 1 0 . 
0 0: 0 
0 l; 
D( Ic.) = 外 27 ЕЕ 0 
0 1 () 0 
0 —1 


_ 0 017 
рл) |001. а 
0 2-10 0 
0 0 -1 


这 就 是 所 求 的 表示 .这 个 表示 显然 是 可 约 表 示 , 因 为 ,所 有 八 个 群 
元 的 表示 矩阵 都 是 具有 相同 结构 的 块 状 对 和 角 和 矩阵 , 形 如 


这 个 矩阵 除了 在 对 角 上 的 方块 之 外 ,其 余 的 矩阵 元 都 是 零 . 这 表 
НН ,pi Ж o, 构成 一 个 函数 子 空间 , 八 个 了 消 数 变换 算 符 PR 作用 在 
这 个 子 空间 的 矢量 上 ,结果 仍 在 此 子 空间 中 ,这 就 是 说 ,pi1、w， 所 
构成 的 子 空间 是 全 部 群 元 的 不 变 子 空间 .同样 ,gs、g; 所 构成 的 子 
空间 ,以 及 单独 由 p3 p, 所 构成 的 子 空间 都 是 整个 群 元 的 不 变 子 
空间 .这 些 子 空间 的 维 数 都 比 原来 的 函数 空间 的 维 数 低 . 

根据 定义 ,所 得 的 6x6 甜 阵 表示 是 可 约 表示 , 它 是 由 四 个 维 
数 较 低 的 表示 的 直 和 构成 的 .这 四 个 表示 与 四 个 不 变 子 空间 相对 
应 .由 此 看 出 ,如 果 在 所 选取 的 表示 空间 中 含有 若干 个 全 部 群 元 的 
不 变 子 空间 ,那么 表示 是 可 约 的 .可 以 验证 ,6x6 符 阵 中 头 一 个 
2 X2 和 矩阵 也 是 可 约 表示 .所 以 6x6 和 卸 阵 表示 是 由 四 个 一 维 表示 和 
一 个 二 维 不 可 约 表 示 的 直 和 和 构成 的 . 

例 2 求 正三 角形 对 称 群 D, 的 表示 .这 里 不 用 x 、y、z 作为 
函数 的 变量 而 用 -~,9 作为 变量 . 
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(1) 对 称 操作 ”有 群 中 的 六 个 操作 对 r.0 的 作用 如 下 : 


Ет = у Ағ = ү Ве = ғ 
'|E0= 0 '|A0= —@ `|вб=120°— 0 

Cr= r Dr = r Fr=r 
'|C0=240°- 0 ` I|D0=0+120 — `|F0= 0-120 


(2) 表示 空间 “ 取 一 个 三 维 函 数 空间 ,以 下 面 的 三 个 郴 数 为 
基 


Ф100) = соѕ0 Ф:(0) = 1020 Ф3(0) =-/2соѕ0ѕіп в 


这 三 个 函数 是 线性 无 关 的 . 
求 表示 矩阵 时 , 仍 利用 公式 


Рр, (т) = pa(R 1r)= 2 #sDa (R) 
B 
例如 求 A 的 表示 : 
Pap1(0)=cos(— 0) = соз°0 = Фф, 
Papa (0) =sin?( — 0) = sin? 0 = g 
Pags( 0) =//2соз( — 0)sin( — 0) = —(2cos0sin0 = — фз 


由 此 得 


再 求 C 的 表示 : 


2 
Рсф\\@Ө)= соѕ (240° - 0) = | = 方 cosg -in0 | 


_ dcos? + Z sinto +É (/2cos0sin@) 


. 62 · 


1 3 6 
49 + 4 ?? + go pı Di + o; ЮР» + зр} 
2 
Pcgs(0) = ып (240° — 0) = | -cos0 + Lsing | 
3 


= 20080 + + sin20 -人 cosgsing 


3 1 {6 
491 + 4% 4 93 Ф012 + g; D>; + gs D; 


Рсфз( 9) =/2cos(240° – 0)sin(240°— 0) 


V6 6 l 
— 4 492 + 2 Фз = Ф013 + o; D2 + 3 D33 


于 是 ,得 D(C) 为 


l 3 %6 

4 4 4 

_|3 1 _6 

D = ~ -一 _— í 

= + 4 

vó 6 1 

4 4 2 

R = JL 4 ЖЛЕ [£ >g 

1 3 ү 1 3 6 
4 4 74 4 4 4 
D(B)= 3 1 16| pp)=| 3 1 x 
4 4 4 4 4 4 
v6 16 1 _Ү6 V6 1 
4 4 2 4 2 

l з ү 

4 4 4 

4 4 4 

vó x6 1 

4 4 2 
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(3) 结果 讨论 这 次 所 得 的 表示 和 矩阵 ,不 呈 分 块 对 角 的 形式 ， 
但 这 并 不 能 说 明 表 示 空 间 中 一 定 不 会 有 若干 个 全 部 群 元 的 维 数 较 
低 的 不 变 子 空间 . 

在 本 例 中 ,从 三 个 基 函 数 的 形式 就 可 以 看 出 ,对 于 全 部 群 元 的 
不 变 子 空间 是 存在 的 , 那 就 是 pl + o= cos 0 + sin20=1. 这 是 一 
个 一 维 子 空间 , 它 不 受 任何 群 元 作用 的 影响 .只 是 由 于 所 取 的 基 范 
数 о.о Ж p 没有 一 个 全 在 这 不 变 子 空间 之 中 .所 以 ,表示 矩阵 
才 不 呈 分 块 对 角 的 形式 .如 果 另 取 一 套 新 基 矢 ,例如 取 


1 _ 1 L 
Pı 5 Фі 2 P2 2o 


; ] ] 1 
22 二 一 91 万 


”′ 一 Ф . 1 _ 1 
P3 J2 1 27 /2 


新 基 和 天 与 原 基 矢 的 关系 是 
l _1 1 
2 2 з 
с 1 1 1 
(Ф1,Ф2,фФфз)= (фі, P2393) 2 2 J 
1 1 Ó 
V2 “2 
变换 矩阵 S 为 
1 _1 1 
2 2 0 
|- 1 1 
S= 2 7 |79 
1 l 
2 +? 
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在 新 基 天 下 , k Ур (S), А 


D (R)=S '!'D(R)S, YREG 成 立 


于 是 ， 
1 0 0 0 -1 0 
Р (Е) = 10 1 0 р (А)=|—1 0 0 
0 0 1 0 0 1 
y3 1 ҮЗ 1 
> > Ü > 2 Ü 
D (B) = 1 УЗ D'(C)= 1 УЗ 0 
2 2 2 2 
0 0 1 0 0 1 
ił УЗ _ l 43 
2 z 0 2 z 0 
D(D)= | 43 1 А Рр ‹Е)= | 3 1 ө 
2 2 2 2 
0 0 1 0 0 1 


这 些 定 阵 显 示 了 分 块 对 角 的 形式 ,说 明 表 示 Dc 是 可 约 的 . 

从 上 面 的 例 中 看 到 , 基 函 数 作 了 变换 (重新 组 合 ), 则 表示 惩 阵 
ТЕ ГТ ЖИИ ЗЕ Ж ,得 到 一 个 与 原来 的 表示 等 价 的 表示 .这 是 基 函 数 的 
一 个 办 过 的 性 质 , 将 在 下 节 证 明 . | 


$2.5 ЖЕН ПЕД?” 


定理 一 ”函数 1 风 (r)} 成 为 群 G 的 第 j 个 不 可 约 表示 ОЬ 的 
Ж РА ЖОНУ ЖЖ R ЖЕ 


(5) = 2 Ур (Ю)Ре — (2.s-1) 
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其 中 ,g 是 群 G 的 阶 ,2 是 第 ) 个 不 可 约 表示 ОЬ 的 维 数 ,PR EA 
数 变 换算 符 . 
证 明 : 若 g(r) 是 不 可 约 表示 DL 的 基 消 数 , 根 据 定义 有 
Рьфі (ғ) = >; (В), дф) (ғ) (2.5 — 2) 
上 式 两 边 乘 以 D'( R); ,并 对 所 有 群 元 求 和 ,得 
DD (R) PrA (г) = 2, Х.р'(К) РСК) дф, (ғ) 
R€ G REG p 
= D (рою), iC) 
一 2, #3 1) PAJAR, (2.5-3) 
ERR РН Y OR B EE T BJ IF E E. 
S j =i, н À = A A (2.5- 3) AE 
В.к) = DD'(R) „Рф. (r) (2.5-4) 
REG 


由 于 式 中 上 .下 标的 选取 是 任意 的 ,所 以 ,可 将 它们 变换 一 下 ,例如 
1» y >À, A и, (2.5 一 4) 就 与 式 (2.5 一 11) 完全 一 样 了 ， 
这 就 证 明了 式 (2.5 一 1) 是 {g(r)| 作 为 不 可 约 表 示 Dr BJ RA 
的 必要 条 件 . 

下 面 证 明 如 果 函 数 |w(Cr)i 满 足 式 (2.$- 1), 则 必 为 D. 的 
基 , 即 满足 式 (2.5 一 2). 我 们 用 Ps 作用 于 式 (2.$-1) 两 边 ,得 


Рд (0) =E D DRP Pag) (2.5-5) 


жэл Жї Ju k Tu , BIR жили, n 可 将 求 和 号 内 的 群 元 
RIS ” 尺 来 代替 ,于 是 ， 


Р, (r)= DDIS R) РУР» ngi (r) 
° 66 А 


= Уу EDS ED (R) Preglr) 
- Eps | 22 (R) Pag (r) 


(2.5— 6) 
将 式 (2.5 一 1) 代 人 上 式 右 边 , 得 


Pse) (г) = >50 (57) (к) (2.5 — 7) 


由 于 (0S- 1)*=[D (S)*] t= 广 (S) ,所 以 , 式 (2.5-7) 变 成 
Pse) (r) = 2> Di(S) афі (ғ) 


这 就 是 式 (2.5 一 2), 说 明 |i 2 Cr) E D. WERA. 
定理 二 JšTMB AA r u 2) Z IE z Юра, k) М jj 
一 不 可 约 么 正 表示 的 不 同 列 的 基 函 数 是 正 交 的 . 即 


(ф(г),ф$(г)) = ;8,/ (2.5-8) 


其 中 ,gi(r) 是 不 可 约 表示 РЬ 的 第 a IERA, gb (r) ЖЖ ИГИ Ж 
ж Di ВЖ; Уа p 无 关 的 常数 . 这 个 定理 通常 称 
为 基 函 数 的 正 交 性 定理 .这 个 定理 有 以 下 几 层 意思 : 

(1) 荷载 -个 么 正 表示 的 基 函 数 一 定 是 相互 正 交 的 ; 

(2) 两 个 不 等 价 不 可 约 的 么 正 表 示 的 两 组 基 函 数 互 相 正 交 ， 
即 每 一 基 函 数 不 仅 与 本 组 内 的 各 函数 正 交 ,而 且 与 另 一 组 内 的 所 
HEREZ; 

(3) ЖУ E TE ШИЮ 4 X BT 3⁄4 Z IE ЖКК ЖЕ 
数 , 则 两 组 内 部 各 函数 之 间 是 正 交 的 ,但 两 组 间 相对 应 的 基 范 数 之 
间 并 不 正 交 . 

证 了 朋 : 作 这 两 组 基 滑 数 之 间 的 标 积 ,并 利用 Pr 的 么 正 性 ,得 


(po, ph) = (Рьф„,Рьф%) 
. 67 ` 


= (DDI (R) „ру, DDR) yth ) 
= D D'(R)}D (R) (фі, 0) (2.5-9) 


将 上 式 两 边 对 所 有 的 群 元 求 和 ,并 利用 表示 和 矩阵 元 的 正 交 性 定理 
(2.3 一 1), 上 式 变 成 


8091,0) = 2, 28,88, ys фу) 
yy 71 


= ayap ду (ру) (2.5-10) 
右 式 中 内 积 之 和 与 y 的 取 值 无 关 , 经 整理 后 ,上 式 可 写成 
(pa , gpz) = Ó; Oae 


这 就 是 所 要 证 明 的 定理 . 
定理 三 ЖЖЖ y(r) par), pir) E 
(Ppa (r), ó, (r))= CŠ, m (2.5-11) 


Hh X ZH £ P£ S К De — + Z IEs&7R. Сулп. т 无 
关 的 正 数 . 
ШЕ АВ: Я (РЬ, (ғ), Рр, (rr))= (Gr), pn(r)), V R€ G 

成 立 , 由 式 (2.5 一 2) 得 | 

(Pron (r), Pron (r))= > D(R)¿D(R),,( 0 (r), @,(r)) 
由 式 (2.$- 11) ,上 式 右边 为 | 

C UDR) DCR) „ё „p =C 2,D(R)¿D(R),, = C 
ZEAE, 上 式 变 成 


т, 


У D(R)¿D(R),, = òn, m (2.5-12) 


由 于 D(R);¿ = DR)2=DR) 所 以 , 式 (2.5-12) 成 为 
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2> D(R)ID(R),, =, (2.5 — 13) 
这 表明 ， | 
D(R)'D(R)= L, (2.5- 14) 
其 中 I 是 单位 矩阵 , 式 (2.5 - 14) #8 D(R) 是 么 正和 矩阵 ,所 以 ， 
Di Z ERN. 


定理 网 2; glr) ф,(ғ), egr) E G 的 表示 了 Dc 的 基 
困 数 , 另 有 一 套 线性 无 关 的 函数 (г), (г), ,g(r), 它 们 可 
用 基 函 数 的 线性 组 合 表 出 Вр x 


fm (r)= 2, Sumpa (е) (2.5—15) 
那么 ,函数 pir), par), ФС) н] k) Tal Е G 的 表示 D G ,而 


H, 
D (R)=S DR)S，VREG 成 立 (2.5 -16) 
АДА S 1х1 EF H EE G S， 组 成 . 
证 阴 : 由 式 (2.5 一 15) 得 
G(r)= У 51р, (ғ) (2.5— 17) 
以 Pr 作用 于 wy,(r) 上 得 


PRW (т) = > S,,Pag, (r) = > S,,D(R),,@y (r) 
= 之 S,,D(R),,S pC) 
= D [55р )„5,„ AO 
= EDR д) (2.5—18) 


即 
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Pag, (ғ) = 2 D (R)mg (r) 
K D (R)=S 'D(R)S (2.5— 19) 


由 此 看 出 ,yi(r), galr), =, gu r ER G 的 表示 D' А 
数 .它们 是 由 Dc 的 基 消 数 重新 组 合 而 成 的 ,其 结果 是 使 表示 和 矩阵 
进行 一 个 相似 变换 , 即 存在 式 (2.5 -~ 19) 所 表述 的 关系 . 
定理 五 Flp ER G 的 第 7 个 么 正 表示 的 基 范 数 , 则 其 平 
方 和 在 群 G 的 所 有 元 作用 下 是 不 变 的 , 即 
PR 之 | 也 | = 219112, VREG (2.5-20) 
证 明 :根据 式 (2.4-8), 上 式 左 边 为 


PR 29 = 2 Daon DCR) РСЕ) 
= Уге ХЫР (К) (R) n (2.5 — 21) 
由 于 表示 Di 是 么 正 表示 ,所 以 ， 
D (В), = DICR Yhn = D (R !),, 
这 样 , 式 (2.5 一 21) 中 对 的 求 和 成 为 
2,0 (К), (81), = D (E), = Òn, m 
将 上 式 代 回 趟 (2.5 - 21) , 即 得 
PR 2 IAPS Хд, D 1,1 
这 就 是 式 (2.5 20) | 
HEE 若 | qi} 是 满足 式 (2.5 -~ 20) 的 线性 无 关 的 函数 集 ， 


则 以 {gi 为 基 的 表示 是 么 正 表 示 . 
证 明 : ”由 式 (2.5 一 21) 及 式 (2.5 一 20) 得 


У, DDR) uD (R) „= >р (2.5-22) 
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已 知 | gi| 是 线性 无 关 的 ,所 以 ,要 使 上 式 成 立 , 只 能 是 
Ур) aD (R) m = òn,» (2.5 -23) 
由 于 D (R)*, = D (R)Ë, ,上 式 可 表 为 


> DIR) aD CR Yn = 8, ， 
即 
D(R)D(R)'= L, YREG 


MA,D(R)ELERR. 


52.6 表示 的 特征 标 


由 于 表示 窍 阵 经 相似 变换 后 变 成 男 一 种 形式 的 矩阵 ,所 以 ,等 
价 表示 的 形式 是 多 种 多 样 的 .但 是 ,我 们 也 可 以 找到 一 组 标量 , 它 
们 在 相似 变换 下 不 变 , 因 而 可 以 用 来 表征 所 有 等 价 的 表示 .这 一 组 
标量 就 称 为 表示 的 特征 标 . 

ЖХ ж Dc 是 群 G 的 一 个 ! 维 的 表示 ,那么 


X(R)= 2 (К), (2.6-1) 


就 被 定义 为 群 元 R 在 表示 D 中 的 特征 标 ( 也 就 是 表示 和 矩阵 D(R) 
的 对 角 元 之 和 或 D(R) 和 矩阵 之 迹 ). 群 G 中 所 有 g 个 群 元 在 Do 中 
的 特征 标 就 称 为 这 个 表示 的 特征 标 系 Xc( 有 时 也 简称 特征 标 ). 

上 述 定 义 适用 于 可 约 表示 和 不 可 约 表示 .第 у 个 不 可 约 表示 
Di (R) 的 特征 标 写成 X(R). 

从 上 面 的 定义 ,马上 可 得 到 下 述 结论 ， 

(a) 由 于 相似 变换 并 不 改变 矩阵 的 迹 ,所 以 ,相互 等 价 的 表 
示 , 具 有 相同 的 特征 标 系 . 
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(b) 群 中 属于 同一 类 的 各 元 ,其 特征 标 相同 . 即 特征 标 是 类 的 
函数 ,X= X(R),V R€ C. 


因为 R、S 属 同 一 类 , 则 群 中 必 存 在 群 元 Т, 45 
S=T RT 
于 是 ， | 
Y(S)=trD(S)=trD(T IRT) 
=tr[D(T 1)D(R)D(T)] 
=tr[D(R)D(T)D(T !)] 
=trD(R)= x(R) 


(c) 一 个 可 约 表示 的 特征 标 , 等 于 约 化 后 各 不 可 约 表 示 的 特 
征 标 之 和 , 即 


X(R)= 2;X(R)aj (2.6-2) 


其 中 a, 是 第 7 个 不 可 约 表示 在 可 约 表示 中 出 现 的 次 数 , 它 被 称 为 
约 化 系数 . 
特征 标的 有 关 定 理 及 公式 ”(1) 特征 标的 正 交 人 性 定理 .一 个 


群 的 两 个 不 等 价 不 可 约 么 下 表示 为 Di 和 Di, 相应 的 特征 标 
(Е) (Е) Ж 
| SXR) (К) = 8, (2.6-3) 


REG 


或 号 成 
Dhex (C) (С) = Bz (2.6-4) 
AF hc 是 类 CC 群 元 的 数目 ,g 是 群 G 的 阶 . 
证 明 : 利用 表示 和 矩阵 元 的 正 交 性 定理 式 (2.3 一 1) 


> D'(R)¿D (К): = 0,8002 g / l, 
R€ G 


+ 
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Ж y=a K = В, a 求 和 (共有 i; 项 ), 得 


2, (2 DI(R)L)D(R)e=3 (27 ag )g71, 


REG 


Вр 


> X (R) D (R) а= ёа, (2.6— 5) 


R€ G 
上 式 再 对 B 求 和 (共有 L mi ,得 
> X(R)*X(R)=š, > g/L = dg 
REG 8 
ІХ ЯК ХЕ: Bi S uE BB Н) 2; 20(2.6— 3). 
(2) 求 约 化 系数 а 的 公式 是 


= УСК)" XCR) (2.6—6) 
或 写成 
а= Dohe X СС)" X(C) (2.6-7) 


式 中 X(R) 是 群 元 R 在 可 约 表示 Do 中 的 特征 标 ,XX (RD) 是 群 元 
R 在 第 ; 个 不 可 约 表 示 的 特征 标 ,a; 是 第 ; 个 不 可 约 表 示 ОЬ 在 
可 约 表 示 Dc 中 出 现 的 次 数 . 


ШЕВА: 式 (2.6 一 2) 的 两 边 乘 以 X (К) " ,并 对 所 有 群 元 求 和 ， 


得 
дак)" (К) = 2) Ха, (К) X (R) 
= 2, Блю т], 
= Saya, = ga. (2.6-8) 
所 以 ， f 


a= > Y (R)' X(R) 


REG . 
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也 可 改写 为 
mi 下 S he XC)" x(C) 


其 中 л, 是 类 C 的 群 元 数目 . 

由 上 面 的 结果 看 到 ,可 约 表示 的 特征 标 X(R) 可 以 唯一 地 确 
Ea ,也 就 是 确定 了 可 约 表示 中 包含 多 少 个 第 j 个 不 可 约 表示 ， 
所 不 能 确定 的 仅 是 这 些 不 可 约 表示 在 可 约 表示 中 的 排列 次 序 . 换 
名 话说 ,Xe 确定 表示 De 只 差 一 个 等 价 关系 , 即 特征 标 系 相同 的 
表示 是 等 价 的 . 因此 ,如 果 对 于 一 个 群 G ,我 们 已 知 它 的 全 部 不 等 
价 不 可 约 表 示 的 特征 标 Xi6,i =1,2,…,r ,不 必 知 道 这 些 不 可 约 表 
示 的 矩阵 本 身 ,我 们 就 可 以 对 这 个 群 的 另 一 个 给 定 的 表示 作出 判 
断 ,而 判断 也 只 需要 给 定 这 个 表示 的 特征 标 Xc. 

(a) 如 果 给 定 这 个 表示 的 特征 标 系 与 某 一 个 不 可 约 表示 的 特 
征 标 系 Xc 完全 相同 ,那么 ,给 定 的 表示 是 不 可 约 表示 ,而 且 与 Di 
是 等 价 的 . 

(b) 如 果 给 定 的 表示 的 特征 标 系 与 任何 一 个 不 可 约 表示 的 特 
征 标 系 都 不 同 ,那么 这 个 表示 肯定 是 可 约 表示 .利用 约 化 系数 的 公 
式 (2.6-6) 将 其 约 化 为 不 可 约 表示 的 直 和 . 

(3) 不 可 约 表示 的 判 据 . 一 个 表示 是 不 可 约 的 充 要 条 件 是 其 
特征 标 满足 方程 


2 ,X(R)"X(R)=g (2.6-9) 
А та: 
2 hex’ (C)X(C)= g (2.6 — 10) 
EB: EUOC(2.6 2) ЖОЕ, 
X(R)* = 2а; Y (R)” (2.6—11) 


将 式 (2.6 一 2) 与 式 (2.6 一 11) 相 乘 后 对 所 有 和 群 元 求 和 ,并 除 以 群 
А 74 ° 


G BJ Br g ,得 
1. DXR) X(R)= УУ Daia (R) Y(R) 
L Yaja DXR) X (R) 


= | z 2л. "a; g 
= -5 la, 2 (2.6—12) 
а; 是 非 负 的 整数 . 
车 表示 De 是 不 可 约 的 , 则 > 1a;1 =1, 这 是 因为 表示 De 
就 是 不 可 约 表 示 De 本 身 ; 所 以 , 除 a = 1 外 ,其 它 的 a;=0. 这 时 ， 
式 (2.6 一 12) 就 变 成 


2> X(R)*X(R)= zg 


这 就 证 明了 式 (2.6 一 9) 是 р. 为 不 可 约 表 示 的 必要 条 件 . 
反之 , 若 > X(R)'X(R)= g 成立 , 则 要 求 式 (2.6- 12) 的 右 
REG 


边 等 于 1 , 即 2; la; 上 ?=1, 这 表明 表示 D. 就 是 某 一 不 可 约 表 示 
De 


х 


527 投影 算 符 
定义 ”由 式 (2.5- 3), 可 以 得 到 


> D'(R)* PrG (ғ )= 18,8, (r ) (2.7-1) 


R€ G 
(1) 投影 算 符 全 和 和 和 
“>D: (R) “Pr (2.7-2) 


REG 
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由 定义 可 以 了 解 投 影 算 符 的 作用 .以 Pi 作用 于 第 j 个 不 可 约 表示 
的 基 函 数 上 ,由 式 (2.7-1) 得 


Pi (г) = 8,8,,ф, (ғ) (2.7-3) 
гау В, ARNE, 
当 i1=j, 但 a 站 v 时 ,结果 仍 为 零 ; 
4 i=j, a =v 时 ,有 
Pp (r)= g, (r) (2.7-4) 
这 表明 ,投影 算 符 P EAER] 个 不 可 约 表示 的 第 v yE РА Ж 
上 ,得 到 同一 个 不 可 约 表示 的 第 и У] р ЖГ. 
定义 第 ;个 不 可 约 表 示 各 列 基 哨 数 之 和 为 第 ; 个 不 可 约 表示 
的 基 o, BI 
Фф! = У ајфі (ғ) (2.7— 5) 
以 已 ,作用 其 上 ,得 
Pig = 2 Pag (r)= Ха, (ғ) = ар (r) 
(2.7—6) 
Вр 户 ,可 从 第 ;个 不 可 约 表示 的 基 g 中 选 出 这 个 表示 的 第 u 列 基 


函数 mi (r). 如 果 有 一 任意 函数 %(r) ,可 表 为 各 不 可 约 表示 的 基 
之 和 , 即 


plr)= Xib = 之， 20 буар, (r) (2.7-7) 
以 Pi, 作 用 其 上 ,得 | | | 
Pig(r)= 之 | ХаР, (ғ) = 之 2а, (r) 
= baigi (r) О (2.7—8) 


即 Pi, 可 从 包含 有 第 i 个 不 可 约 表 示 的 基 的 任意 函数 中 ,将 这 个 不 
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可 约 表示 的 第 ЛЕЛЕ. p $X Pk k R. SK А! ЖЕЛИШ L) УЕ: 42 
算 符 从 任意 函数 中 求 得 所 需要 的 基 函 数 ,这 在 具体 应 用 中 是 非常 
重要 的 . 
(2) 定义 准 投影 算 符 为 
=: >р) Р (2.7-9) 
REG - 
以 准 投影 算 符 P, 作用 于 gi(r) 上 ,由 式 (2.7 一 3) 得 
Рі (г) = 8,8,4, (ғ) (2.710) 


(3) ж X MF iF br 2 Ж ИТР 为 满足 下 式 的 算 符 : 


EDER РЬ (2.7-11) 


REG 


以 P' EFI T Ф, (r) Е,49 
Р (т) = > [Z DCR) |Р) 
т 2212 D DCR) pP; ©) 
= Spig, )= >]848=„ф„(г) 
(е) | (2.7-12) 
即 已 作用 于 第 i 个 不 可 约 表 示 的 第 a 列 基 函 数 上 ,仍然 得 到 这 个 
基 瞄 数 . 对 于 满足 式 (2.7-7) 的 任意 范 数 glr), A PERRE, 
得 
Р (ғ) = 2, ХаР", (т) = = 2, 2, буф (ғ) 
= b, РЭТ (r) = b; | (2.7 — 13) 


上 式 表 明 ,以 特征 标 投 影 算 符 Р 作用 于 含有 不 可 约 表 示 的 基 的 任 
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意 函 数 上 ,可 将 不 可 约 表示 的 基 gi 求 出 ,根据 本 章 第 五 节 的 定理 
N.o 也 是 第 i 个 不 可 约 表示 的 基 范 数 .车 将 oi 选 定 为 第 i 个 不 
可 约 表示 的 第 一 列 基 函 数 , 即 (г) = yi, 以 群 G 的 每 个 群 元 R 
相应 的 算 符 PR 作用 其 上 ,得 到 g 个 函数 Prgi(r)(YVREG), 由 
式 (2.$- 2) 知 ,这 些 函 数 都 是 表示 Di 的 基 函 数 的 线性 组 合 .从 这 
g 个 函数 中 挑 出 1; 个 (其 中 有 一 个 就 是 o=o lr) REENA 
数 ,再 应 用 Schmit 正 交 化 过 程 将 这 1, 个 函数 变 为 正 交 化 函数 ,这 
样 ,它们 就 成 为 不 可 约 么 正 表示 Di HERAT. 再 利用 式 (2.5- 
2), 即 可 求 出 Dr BJ KOR P E. 

例 1: 利用 投影 算 符 找 出 已 知 的 不 可 约 表 示 的 基 函 数 .下 面 
给 出 的 六 个 二 维 矩 阵 是 群 D; 的 一 个 不 可 约 表示 ， 


1 0 1 0 
ө; rwt 2] 
КЕ) 10 1 МА) 10 -1 
21043 213 
2 2 
р(В) = , D(C)= ? 
3 1 _ 3 1 
2 2 2 2 
_1 4⁄3 | 1 3 
2 2 2 
D(D)= ; р(Е) = 
13 1 3 1 
2 2 2 2 


TRKE — р 27 лу n] И 8 VE £ #h 38 О, ВЕ А 
以 是 х,у, = 的 基数 , 亦 可 以 是 以 极 坐 标 >、9 为 变量 的 函数 . 如果 


想 求 三 角 函 数 形 式 的 基 矢 ,根据 本 章 第 四 节 的 例 2, 可 将 Pk 列 出 
Е: 


Реф) = ф(Ө), Pig(0)= ф( – 0), 
Рвр() = ф(120° – 8), Рсф( д) = Ф(240° — 9), 
Рьфќ0) = ф(Ө – 120°), Рьф(0) = @(0 + 120°) 


. J8 ` 


根据 投影 算 符 的 定义 式 (2.7-2) ,得 


2 1 1 1 1 

Pu= (Ре + PA = y Pa = Рет > Pp = z P+ ] 
2 3 

Рь= (ЭР, -ЧӘр+ p, - P; | -3(p, - Pc + Pp- Pp) 
2 КЕ 

p= p, - 号 Ps 5, „ы Р, |= g Рв = Pc = Pp + Рр) 
2 1 1 1 

P> £ [Ps = Pa н tp 


现在 到 任 意 一 个 函数 下 = sin9, 将 Pll 作用 于 下 上 ,得 
P F= Р, ѕіп^ = > (sin28 — cos 0) 
经 归 一 化 后 , 49 31] 7 BJ 55 | РӘ Е 


Фэ = (ыр — сов 0 ) 


F H Pi 作用 到 Фә 上 上 ,应 该 得 出 фі BP 
Pogo = Р1› Кош — cos°0) |=V2cosbsing 


因此 , Æ Н] — H ЖЕ РА Е 
pı = 2 cos0sin0 


Фә = 1 (sinto — cos* Ө) 


V2 


Фея рк) D (Е)„, Pi 就 确定 了 ,就 可 以 利用 
REAR Pi, 作 用 于 表示 空间 中 的 某 一 函数 ,将 第 ; 个 不 可 约 的 
第 v 列 基 gi 挑选 出 来 (只 要 这 任意 函数 包含 了 yi 的 成 分 ). 然后 
再 用 Pi, 作 用 于 gi 上 ,得 到 第 i 个 不 可 约 表示 的 除 第 ， 列 而 外 的 
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MES ЖЖ 2 TES i ЛЖИ Р ЖОК ЫЕ ЖОЙ ИКАН. 
在 实际 应 用 中 ,往往 是 知道 群 G 各 不 可 约 表示 的 特征 标 , 却 
不 知道 表示 矩阵 的 各 个 矩阵 元 .为 此 ,以 下 例 介绍 一 个 如 何 从 特征 
标 系 来 求 表示 矩阵 的 方法 ， 
512: Ж C3, 群 的 不 可 约 表示 D ШШЕ | 
(а) 以 特征 标 投影 算 符 作用 于 任意 函数 (л) Е, вн D? 的 
3 6 Ж. 
Ci, 群 的 特征 标 表 如 下 : 


-1 
C3zyC3x Іс), Ісәс› Їсэр 


D; 的 特征 标 投影 算 符 Р? = Ууу (R)' Pa = T [2P; -Р, - 
PJER %(r)= z2G(r),G(r) 是 的 任意 函数 ,所 以 ,4%(r) 是 
归 一 化 的 ,以 Р? 作用 于 y(r) 上 ,其 中 


Pepl(r)= x G(r), 
P, y(r)= е УЗ, + 3 2)G(7), 
Р. фт) = [4-2-УЎ шу+ 5-2 |б(›), 
于 是 得 
pi(r)= P*e(r)= > (2 —y2)G(r) 


现在 以 P， 作 用 于 gi(7) ,得 
. bf * 


P. pir)= феб) = - L (2-2) G(r) + шубу) 


由 于 D° 是 个 二 维 表示 ,所 以 ,只 有 两 个 基 函 数 ,第 一 个 可 取 为 
pi(r)= 广 (zy)G(r), 第 二 个 基 画 数 可 取 为 g(r) = 
тус (т) ,它们 是 正 交 的 ,所 以 不 必 做 正 交 化 处 理 

(b) 以 RE Ca, 的 函数 变换 算 符 Pk 作用 于 所 得 到 的 两 个 基 
函数 上 , 即 可 求 出 不 可 约 表示 Da 的 表示 矩阵 . 下 面具 体 求 出 


Ю(1с,с) 8967Ж Е. 


р, pi(r)= 记 | | -Ja 3,)- 3. 1.) |с) 


= 10900) 1236) 


P, (ғ) = | -5a КЕНГЕ +Lyjc(r) 


1 
= -Boir + Бф) 


于 是 
_1 43 
2 2 
D (ic ) = 
_ 3 1 
2 2 


Ci, 群 其 它 群 元 的 表示 矩阵 都 可 用 上 述 方法 全 部 求 出 . 
$2.8 群 元 空间 


定义 ”天 量 空间 的 天 量 可 以 是 各 种 名 样 的 数学 对 和 象 ,现在 用 
一 个 群 G= IE,A,B,…,R,…| 中 的 各 个 群 元 作为 基 矢 ,定义 加 


法 . 数 乘 和 内 积 ,建立 一 个 天 量 空间 , 称 为 群 元 空间 . 
„ 8] А 


群 元 之 间 本 来 没有 加 法 和 数 乘 ,现在 定义 群 元 可 以 乘 以 复数 ， 
并 且 可 以 相 加 , 群 元 Е 与 S 之 和 写作 RR+ S ,这 同 三 维 空间 的 
MAK i ,j,k 一样 ,i+j 无 法 进一步 化 简 . 于 是 , 群 元 空间 中 的 一 般 
矢量 V 可 以 写作 


R 


V. 是 复数 ,是 矢量 VERR 上 的 分 量 , 基 及 分 量 的 编号 就 直 
接 用 群 元 符号 标记 . 群 元 空间 是 一 个 g 维 空间 ,g 是 群 G 的 阶 . 
定义 群 元 空间 的 所 有 基 矢 是 正 交 归 一 化 的 , 即 


(R,S)=ëss, V R.S€ G 成 立 (2.8-2) 
жй е ЖТ ЕЖА, Н 


加 法 、 数 乘 和 内 积 服从 矢量 空间 的 一 般 条 件 . 

也 可 利用 群 乘 , 即 群 元 之 间 原 来 的 那个 运算 再 定义 一 个 群 元 
空间 中 两 个 矢量 的 群 乘 运算 ,两 个 矢量 的 群 乘 得 出 另 一 个 矢量 . 现 
在 暂时 不 用 这 个 运算 . 

当 把 群 元 空间 的 概念 用 到 矩阵 群 时 要 特别 注意 .一 般 的 群 元 
之 间 原 来 没有 加 法 ,加 法 是 把 它们 看 成 矢量 后 新 定义 的 ,因此 群 元 
之 间 的 加 法 不 能 进一步 化 简 ,但 矩阵 群 有 一 个 不 同 的 情况 , 即 和 矩阵 
之 间 原 已 有 了 加 法 的 定义 ,而且 加 法 可 以 进一步 化 简 , 即 两 个 矩阵 
之 和 可 以 得 出 一 个 新 的 矩阵 ,注意 不 要 把 这 两 种 加 法 搞 混 淆 了 . 

表示 矢量 (1) 定义 ” 群 元 空间 中 一 组 正 交 的 归 一 化 的 矢量 
V Са?) өт W JJ 


VG) = у Ву) = > R ү Р \®» (2.8-4) 
REG 


REG 
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V (7) 称 为 表示 矢量 , 它 是 群 元 空间 中 的 矢量 ,根据 定义 , VOE 
取 群 的 第 i 个 不 可 约 表 示 ,把 每 个 群 元 的 表示 矩阵 中 同行 同 列 (第 
a 行 ,第 7 列 ) 的 矩阵 元 作为 分 量 而 组 成 的 一 个 矢量 .于 是 ,表示 
矩阵 元 的 正 交 性 定理 式 (2.3 一 1) 正 好 成 为 表示 矢量 的 正 交 归 一 化 
关系 , 即 


(уч), VIB) = Уху) VQ) 
R 


= бшу, (2.8—5) 


当 i MER, ay 各 可 取 个 值 (1,2,…,1;), 所 以 表示 矢量 
的 总 数 为 2, Lr 为 不 可 约 表 示 的 总 数 . 群 元 空间 是 g 维 的 ,其 


中 存在 着 DO Ë 个 互相 正 交 的 归 一 化 矢量 ,根据 矢量 空间 的 兽 沉 


性 质 , 空 间 中 线性 无 关 的 天 量 数 自 不 能 大 于 空间 的 维 数 ,因此 可 得 
到 一 个 重要 结论 : 


> <. (2.8—6) 
这 就 给 有 限 群 (g 阶 ) 的 不 等 价 不 可 约 表示 的 数目 以 及 不 可 约 表 示 
的 维 数 以 很 大 的 限制 ,以 后 将 证 明 , 上 式 只 有 等 号 成立. 例如 正三 
角形 对 称 群 Di;, 有 6 个 元 ,已 知 有 三 个 不 可 约 表 示 ( 即 前 表 中 的 
D'.D° 及 D” ,前 两 个 是 一 维 的 ,后 一 个 是 二 维 的 ), 这 时 


D) =+ +2=6= & 
i=1 


可 见 ,D3 群 只 有 这 三 个 不 等 价 不 可 约 表示 ,不 可 能 再 有 新 的 不 可 
约 表示 了 . 
(2) 例 写 出 D; 群 的 全 部 表示 矢量 . 
已 知 D, 群 有 三 个 不 可 约 表 示 , 其 表示 和 矩阵 如 下 : 
А 83 А 


км 
> 
з 
C 
= 
PTY 


D! 1 1 1 1 1 
р? 1 — 1 一 -1 1 1 
_ 1⁄3] 1 | _1 УЗ | _ 1 x3 
p: |! dih o] 2 2 2 2| 2 2 2 2 
0 11.0 -14 уз || s3 1 || Уз _ 1| x3 _ 1 
2 2 2 2 2 2\2 2 


按 定义 式 (2.8- 4) ,Di 群 的 全 部 六 个 表示 天 量 如 下 : 


行 编号 уап) ү (211) yeu) 
FE 1 ] 1 
A 1 — 1 1 
B` 1 | -1 _ 1 

2 

С l |, 111 111 
{6 {6 #3 

D 1 1 "1 
1 

F 1 1 

行 编号 y7 (312) y 821) V (322) 
E 0 0 1 
А 0 0 _1 
B үз үз 1 

2 2 2 
C 1 | _ 43 1 _Уу3 1| 1 
x V3| 2 V3| < V3| 2 
D ҮЗ _ү3 -1 
2 2 2 
F КЕ v3 -4 

2 2 


Жї] 设 群 G 有 < 个 类 ,同样 可 以 在 群 元 空间 中 建立 c 个 
正 交 归 一 化 的 类 矢量 . 类 矢量 C 是 属于 同一 类 C 的 基 ( 即 群 元 ) 
N" 84 А 


的 矢量 和 ,然后 加 以 归 一 化 , 即 


C=- SR (2.8-7) 
EC 


V hc k 


这 样 定义 的 类 矢量 是 群 元 空间 中 一 组 正 交 归 一 化 的 矢量 ,因为 与 
群 G 的 任 两 个 不 同 的 类 C,、C, 相应 的 类 矢量 为 C,、C 


C,, C, )= R, S 
C; | REC, A/ hc, 2 т 
1 — a 
= ———(R ,S) (2.8— 8) 


= {= т, R,S 属 同一 类 ,于 是 
1 _ 
hc, 2, 之, dn,s 1, 


# i 天 m, 则 R ,S 不 可 能 有 相同 的 时 候 , 所 以 


(C, Cn) 


I! 


(С,, С, )=0 
综 上 所 述 有 
(C,,C,)=8, (2.8-9) 


一 个 群 的 全 部 类 天 量 ,在 群 元 空间 中 构成 一 组 c 个 (c ЖС 
的 类 的 总 数 ) 正 交 归 一 化 的 矢量 .因而 构成 了 一 个 c 维 的 矢量 空 
间 , 称 之 为 类 空间 . 它 是 群 元 空间 的 一 个 子 空 间 . 例 如 D. 群 , 有 三 
个 类 ,类 天 量 为 


Ds 群 的 类 空间 是 三 维 的 ,而 群 元 空间 则 是 六 维 的 . 
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现在 ,在 类 空间 中 对 每 一 个 不 可 约 表 示 和 定义 一 个 特征 标 矢 量 
X = > ey cc) (2.810) 


X 是 类 空间 的 矢量 . 若 群 G 有 r К, ИЕ УИ > 个 特 
征 标 矢 量 .两 个 不 可 约 表示 i,j 的 特征 标 矢量 的 内 积 可 表 为 
wa hc i» j 
(X ‚Х)= > T YC) Xo д, (2.8—11) 


上 式 最 后 一 步 利 用 了 特征 标 正 交 性 定理 式 (2.6 一 3). 式 (2.8 一 11) 
表明 ,特征 标 天 量 是 互相 正 交 的 .全 部 7 个 不 可 约 表 示 的 特征 标 
矢量 构成 一 组 线性 无 关 的 和 天 量 组 ,由 于 类 空间 是 c 维 的 ,于 是 又 可 
从 矢量 空间 的 普遍 关系 中 得 出 一 条 重要 结论 , BD 


r< с (2.8 —12) 


即 群 C 的 不 可 约 表示 总 数 r 委 群 G 的 类 的 总 数 c. 这 是 一 个 很 重 
要 的 结论 ,后 面 我 们 将 证 明 ,实际 上 只 有 等 号 成 立 . 


$2.9 正规 表示 


群 元 空间 的 算 符 ” 在 群 元 空间 中 ,可 把 群 元 本 身 当 作 算 符 , 这 
样 的 算 符 对 群 元 空间 中 的 每 个 基 矢 (也 是 群 元 ) 的 作用 就 是 群 乘 ， 
从 而 得 到 另 一 个 基 矢 : 
ТЕ = (ТК) (2.9-1) 
算 符 个 对 群 元 空间 中 任 一 矢量 V 的 作用 是 : 
TV = T У Вур = У) (TR)V, (2.9-2) 


可 见 ТУ 仍 在 群 元 空间 中 , 群 元 算 符 的 作用 是 封闭 的 . 
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几 个 群 元 算 符 的 线性 组 合 也 是 算 符 ,例如 算 符 A = > 5А; 
作用 到 矢量 V 上 ,得 


АУ = D SAs 2;R Va = © 之， (SR)AsVk 
5 R S R 
= > 2 SR -1AsVg-! (改变 求 和 哑 标 ) 
S R 


= У) У) (SR)R-IAsRVR- (把 对 S 求 和 改 为 对 
SR 求 和 ,应 用 重 排列 


定理 ) 
= > S (УАУ!) (2.9-3) 


Җир SARV К, ERKI АУ 仍 是 群 元 空间 中 的 一 个 


矢量 , 算 符 A 的 作用 也 是 封闭 的 . 

正规 表示 Gt5] 现在 把 群 元 空间 作为 表示 空间 , 群 元 本 身 作 
为 此 空间 的 变换 算 符 .于 是 算 符 ( 群 元 ) 作 用 在 这 个 空间 的 基 矢 (也 
是 群 元 ) 上 的 矩阵 ,就 是 这 个 群 的 一 个 表示 .这 个 表示 称 为 这 个 群 
的 正规 表示 ,每 个 群 都 有 这 样 的 表示 .因为 群 元 空间 是 g 维 的 ,所 
以 正规 表示 也 是 g 维 的 . 
Мик, HAL, M, RERAN, CRER G 的 群 元 . 

现在 讨论 算 符 L 在 群 元 空间 的 矩阵 D'(L ), 和 矩阵 的 行 和 列 都 
用 群 元 编号 .与 式 (2.4 一 8) 


Ркф = 2 PDR) pa 
p 
相 比 ,对 应 的 公式 是 
LS = > RD'(L)gs (2.9-4) 
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式 中 上 表示 正规 表示 ,上 式 左 方 为 LS ,因此 ,有 
П) с = ёр Ls (2.9-5) 


式 (2.9 一 4) 才 能 成 立 . 上 式 给 出 了 群 С HEMER HE ж — 
般 表 达 式 .上 式 表明 ,对 于 固定 的 S 仅 当 R= LS 时 ,矩阵 元 为 1， 
其 余 情况 均 为 零 .因此 ,各 和 群 元 的 表示 矩阵 中 ,每 行 和 每 列 上 只 有 一 
个 矩阵 元 是 1 ,其它 元 都 是 零 . 
正规 表示 的 特征 标 具 有 一 个 特别 而 又 重要 的 性 质 , 即 除 单位 
元 外 ,其 它 各 元 的 特征 标 一 律 为 零 . 因为 ,在 式 (2.9 一 5) 中 ,车 L 
为 单位 元 五 , 则 有 
D'(E ) rs = OR Es = дь. 5 

其 特征 标 为 

X (E)=trD'(E)= >,D'(E)rrk=g (2.9-6) 
对 于 其 它 元 T > E 

D'(T)Rs= др, TS 

由 于 T + F, TR Æ р, р" Т)вв = р тр= 0,9, 

Х(Т)= рТ) = > р(Т)ьв = 0 (2.9-7) 


И ”对 于 正三 角形 对 称 群 D; B, EIE ER IRIRE Е. 
A.B.C.D.F 次 序 排 号 . 先 求 群 元 A 的 正规 表示 矩阵 .根据 式 
(2.9 一 4), 得 


AS = > РРА), 
再 根据 式 (2.9- 5) 求 得 矩阵 元 ЮА) з: 


5=E ÁE=A MIDIA) =1 
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所 以 D(A ) в =! 


所 以 О(А)вр =1 


所 以 D(A)cr=1 


总 结 起 来 ,得 到 A J KOR BE РСА) 


行 号 \ 列 号 A B C D F 


一 一 一 一 一 一 
= = оо ~ © 
со = © | с о С 


ч < m ° Q m= 


wai 
—An 


D'(A) 


知 阵 如 下 : 


РА у 


现在 列 出 全 部 表 


aa 


= = = = ж = = ы ат н аан — — — — - - - = — — = = = = = = =" 


or" 


"rr" 


. 8&9 · 


0 0 010 0 1 0 0 0:0 1 O 
001000 000100 
0 0 0:1 0 0 010000 
D(D)= | e=- — D(F)= | e= — 
0 1 010 0 O 0 0 1:000 
1 о 0:0 0 O 0 0 0:00 1 
0 0 0:0 1 0 I 0 0:0 0 0 


由 上 面 的 表示 和 矩阵 很 容易 看 出 , 队 单 位 元 外 ,其 余 各 元 的 特征 标 
不 可 约 表示 的 维 数 定理 (1) 在 正规 表示 中 , 群 G 的 每 一 个 
不 可 约 表 示 都 出 现 , 而 且 每 个 不 可 约 表示 出 现 的 次 数 等 于 这 个 表 
示 的 维 数 . 
现在 来 证 明 这 一 点 .根据 式 (2.6 一 2), 正 规 表 示 的 特征 标 
X ( R) 3) 5 JÑ. 


Xx"(R)= 2,X'(R)a, (2.9-8) 


其 中 а, 由 式 (2.6 一 6) 给 出 .由 式 (2.9 一 6) 及 式 (2.9 一 7), 可 将 正 
规 表 示 的 特征 标号 成 


r g RSE 
R)= .9— 
x (R) D RSE (2.9-9) 
将 此 式 代 入 式 (2.6-6) , 即 得 
a, == Эх (R) XR) = З (E)'X'(E) 
1 _ 
= 5161, (2.9 —10) 


上 去 表明 ,在 正规 表示 中 每 个 不 可 约 表 示 都 出 现 ( 因 为 a; > 0), 
而 且 出 现 次 数 等 于 各 个 不 可 约 表示 的 维 数 L. 
(2) 不 可 约 表 示 的 维 数 定理 ;一 个 群 的 全 部 不 可 约 表 示 的 维 
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数 的 平方 和 ,等 于 群 G 的 阶 g, 即 


> E=g (2.9 —11) 
# = 1 


K ҖИК: Т ҤЕ КИЛ РУ. 

这 个 重要 关系 的 证 明 是 很 简单 的 .正规 表示 的 维 数 等 于 群 的 
阶 gs ,而 正规 表示 约 化 为 一 系列 不 可 约 表 示 的 直 和 之 后 ,其 维 数 必 
然 等 于 各 个 不 可 约 表示 维 数 的 和 ,于 是 ， 


正规 表示 的 维 数 = 8 = > 不 可 约 表示 i 的 维 数 x 出 现 次 数 


= > x 1 = У 


这 就 证 明了 定理 .正规 表示 的 用 处 ,主要 也 就 在 这 里 . 


$2.10 完全 性 关系 


表示 矢量 的 完全 性 关系 式 (2.8 - 4) 在 群 元 空间 中 定义 了 
у) 13 个 表示 矢量 


V Gay) = > R R "P lip (R); 


并 且 知 道 它们 都 是 正 交 归 一 化 的 . 式 (2.9 一 11) 说 明 表 示 矢 量 的 数 
目 恰 好 就 等 于 群 元 空间 的 维 数 g ,这 样 一 来 ,这 一 组 表示 矢量 同样 
构成 了 群 元 空间 的 一 组 基 和 天 , 群 元 空间 中 的 一 切 矢量 都 可 以 用 这 
一 套 基 矢 的 警 加 来 展开 ,这 就 是 表示 矢量 的 完全 性 . 

不 可 约 表示 和 矩阵 元 的 完全 性 关系 | 

УУ) аю (5) = (2.10-1) 
ШЕЯ: 
. QÍ ° 


在 群 元 空间 中 取 任 意 矢 量 V ,由 式 (2.8 一 1) 有 


V = УКУ, 
R 
它 必 然 可 以 用 表示 矢量 展开 , 即 
V= > Кур = У) Ven aquy (2.10 -2) 
R гау 


AP а, ЖЕРК, Н РАЯ НКЕ BS EHA — PE SR HH. , 38 
上 式 两 边 与 УЗ E R mn , 48 
(VOB) V)= > (VOD у (0) у, ñ 
- 5 Орах, iayl iay 
= а (2.10-3) 
从 而 求 得 aiy № 


a = (VEP, V= [D R рю). >, S Vs 
R Б S 
= >` > (R, S) EDR: 
R S 8 
= У, ED Siv, (2.10-4) 


上 式 最 后 一 步 利用 了 群 元 矢量 的 正 交 性 式 (2.8-2). 现 在 把 ay 
代 人 式 (2.10 一 2), 得 


V = 2 RV. = DV P ai 


> 218 pun, J EDS 


2 RVg= У) R> EDS) ADCR) o V 


R,S 


Вр 


(2.10 — 5) 
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用 另 一 基 矢 本 ,同上 式 两 边 作 内 积 ,得 


> (T,R )Vk, = > (TR) > 2-0 (SVD (R), Vs 
R К,5 ¿L m, 7 


由 上 式 可 得 ， 


í; _. | 
Ут = > > gP SID T) 
ta, Y 


此 式 应 对 于 任意 矢量 VET, REER Ve, Va, Vs,… 成 立 ， 
因此 , 式 中 的 花 括 号 必然 是 一 个 8 函数 дет, 


L | 
> —D'(S),D (Т), = dsr (2.10 — 7) 


XMR Y 8 A Ей) Su £: FE X< Жл. 
特征 标的 完全 性 关系 在 式 (2.10-7) 中 , 取 S,T 55859 
个 类 C,,C, 的 元 ,并 对 这 两 个 类 中 全 部 元 分 别 求 和 ,得 


DE DLD) Ta) 
=g > > rs (2.10 —8) 


SEC, TEC, 
ERAK. 二 т УФ, RA l=m, B% C=C, 时 ， 
群 元 工 及 S 才 有 相等 的 可 能 .相等 情况 共有 А, Kh 是 类 C= 
С, 中 的 群 元 数 ), 所 以 式 (2.10 一 8) 的 右边 为 


g >; >; Ò Trs = абым (2.10—9) 
S€ С, TEC 
A 
> Di(S)= MC” (2.10 - 10) 


5Є С, 
于 是 , 式 (2.10 - 8) 就 变 为 
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> > > IMG "МО" = рё, (2.10-11) 


=] а=] у= 1 


由 式 (2.10 一 10) 看 到 ,和 矩阵 MOO E C, 类 中 全 部 群 元 的 第 ; 个 不 
可 约 表示 和 矩阵 之 和 ,是 L х L 矩阵 . MEO y Ej P G 的 任意 元 R 
的 不 可 约 表 示 和 矩阵 Di(R) 对 易 . 根 据 舒 尔 引 理 ,M'*? 是 单位 矩阵 
的 常数 倍 , 即 


MEP = eD С (2.10 — 12) 
其 中 [L 是 单位 矩阵 .由 式 (2.10 一 10) 及 式 (2.10 一 12) 有 


MED = > p'(S)= cC p 


SEC, 
取 上 式 两 边 的 矩阵 迹 ， 
左边 tM40= > trDi(S)= 2 (S)=h,X (С,) 
Sc С, 
右边 tr(c tD )= cti? 
于 是 得 
eiD = Z (CO (2.10 — 13) 


将 此 式 代 回 式 (2.10 12), 8019 


| h; ; 
М0 = Y (сї, (2.10 — 14) 
即 
O h; 
М” = FX (C,)ë,, (2.10 — 15) 


将 上 式 代 人 式 (2.10-11) ,得 


> У) У, 1 КҮС X (C, )ë,, = gh,8,, 


= a=] у=] 
(2.10 —16) 
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上 式 整 理 后 变 成 


53i XC K CCn) = а, 02.10-17) 


ат D HCN (с,) KCD "(Ca) ANERER 
>) ECC) x (С„)= Es, (2.10 18) 


这 就 是 特征 标的 完全 性 关系 . 
一 个 重要 的 结论 ”一 个 有 限 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 的 总 数 r 
与 群 中 类 的 数目 c 相等 , 即 


r= с (2.10 - 19) 
WE НВ : 
She X (С) Х (С) = в 
У: 求 和 ,得 


> 2 hex (C)' X (C)= 2, = 18 (2.10 — 20) 
在 特征 标的 完全 性 关系 式 (2.10 一 18) 中 , 取 C, = C,, = С,19 
he D KOKO) =g 
再 对 所 有 的 类 求 和 ,得 Е 
У Ук СС)" (С) = 28 = св (2.10—21) 
比较 式 (2.10 一 20) 及 式 (2.10- 21) , 即 得 


排除 了 式 (2.8 一 12) 中 的 不 等 号 . 
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$2.11 特征 标 表 的 构造 


既然 较为 简单 的 特征 标 在 很 多 情况 下 能 够 解决 问题 而 不 必 知 
道具 体 的 表示 矩阵 ,那么 不 通过 表示 和 抢 阵 ,直接 求 出 一 个 群 的 全 部 
不 可 约 表示 的 特征 标 系 就 显得 十 分 需要 .在 这 里 只 介绍 两 种 比较 
第 用 的 方法 .但 不 管 应 用 哪 种 方法 , 当 拿 到 一 个 具体 的 群 时 ,首先 
要 知 违 它 分 为 几 类 ,每 一 类 有 几 个 元 (有 时 不 必 作 出 群 表 也 可 以 知 
道 这 一 点 ). 即 首先 要 知道 这 个 群 有 几 个 不 等 价 的 不 可 约 表 示 ,再 
利用 式 (2.9 一 11) 


У) =g 


求 出 它 的 整数 解 i; ,往往 就 可 了 唯一 地 定 出 每 一 个 不 可 约 表 示 的 维 
Ж. 

正 交 法 这 个 方法 是 利用 特征 标的 正 交 性 定理 式 (2.6-3) 
(或 式 (2.6 一 4)) 及 完全 性 关系 式 (2.10 一 18) 来 求 群 的 特征 标 表 . 
这 个 方法 用 于 阶 较 小 的 群 是 比较 方便 的 , 若 用 于 阶 较 大 的 群 , 求 特 
征 标 表 的 过 程 比较 烦琐 ,往往 先 要 找 出 这 个 大 群 对 其 正规 子 群 的 
商 群 的 特征 标 表 , 再 利用 大 群 与 商 群 的 同 态 关 系 ,在 大 群 的 特征 标 
表 上 填 上 一 些 特征 标 ,余下 不 能 确定 的 部 分 ,就 由 式 (2.6-3) 及 式 
(2.10 一 18) 来 计算 .下 面 以 Т, 群 的 特征 标 表 确 定 过 程 为 例 和 阐明 
这 种 方法 . 

Т, RRA 24 个 群 元 ,分 成 五 类 .其 中 Ri 为 单位 元 , 自 成 一 
类 ;R,、R;、Rs 为 一 类 , 记 作 3c, 类 ;Rs 一 Ry, 成 一 类 , 记 作 8c3 Ж; 
Ris 一 Rig 成 一 类 , 记 作 654( 或 61c4) 类 ;Rig 一 R24 成 一 类 , 记 作 60。 
类 .各 类 的 群 元 数 从 类 的 记号 中 即 可 知 ;:hl =1;h, =3;h (= 8; ha 
=6;hs=6. HE, T 群 有 五 个 不 可 约 表 示 , 它 们 的 维 数 由 下 式 确 
Е: 
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+15 +13 + 14 + Is =24 


上 式 只 有 唯一 的 一 组 解 , 即 = =l, =2, = 1, =3. 这 样 ,就 
可 以 写 出 T, 群 特征 标 表 的 一 行 及 一 列 的 值 : 


Ta E(C,) 3c (C2) 8c3( C3) 6 Ic,( C.) бс4( Cs) 


第 一 行 是 恒 等 表示 (每 个 群 都 有 ). 在 这 个 表示 中 ,各 元 的 表示 矩阵 
都 是 I ,因而 ,各 类 的 特征 标 也 都 是 1 .第 一 列 是 各 表示 中 单位 元 
的 特征 标 , 等 于 表示 的 维 数 . 
HT T, 群 的 群 元 数 较 多 ,直接 利用 式 (2.6 一 3) 及 式 (2.10 一 
18) 来 定 出 各 类 的 特征 标 时 ,由 于 未 知 数 过 多 ,要 解 的 方程 数目 也 
多 ,不 太 方 便 . 所 以 ,一般 都 先 找 出 这 个 群 的 正规 子 群 ,从 而 找 出 商 
群 .对 于 工 群 ,其 正规 子 群 是 D 群 , 这 个 群 包 含 了 两 个 类 :Ci 和 
C， ,其 元 是 下 及 3c,. 所 以 , 商 群 T/AD, 是 个 六 阶 的 群 , 若 以 S Ж 
WT 群 的 正规 子 群 D, .那么 ,将 Ti 群 ( 记 作 G) 按 S 的 陪 集 展 
开 ,得 

CC=SR1I+SR5+SR3+SR4+SRS+ 8р, 
其 中 R11 一 Re 是 陪 集 代 表 元 ,利用 Ta 群 的 群 表 ,可 以 找到 : 


Ry=R,, К»=Е»„(#% R .R;.R.), 
R3= Куб К.К.К), R i= КЖ Ri. R io, Ку), 
К;= Ris( 或 К,6- К.-К), Ке= ЕК1, R gs RaRa) 
写 出 这 个 商 群 的 群 表 : 

‚07. 


SR SR 
SR; SR; SR; S SR; SR; SR ; 


SR, SR) S SR; SR; SR SR, 
SR SR; SR; SR; S SR SR' 
SR SR; SR; SR; SR S SR; 
SR; SR% SR; SR; SR; SR 5, S 


ЖА 5=Е,5ЕЮ,= A,SR;ç= B,SR,= С, 8565 = D ,SR;5 = 
下 .将 上 表 中 的 第 2.3 行 及 第 2.3 列 分 别 与 第 S.6 fr K $ 5.6 Ж 
对 调 ,那么 ,这 个 群 表 就 与 Di PRENE. ВЕ T/D, 
与 D, 群 同 构 ,所 以 ,Ti 群 与 D, 群 同 态 , D3 ARAZ% [ER 
ID, Fi 及 ABC 所 以 ,T 群 与 D, 群 各 类 的 对 应 关系 是 : 


Ta ЁЁ D, 群 
Ris R, R3, Ral [E| 
P Re, Ку, ни, ID Е! 
Ку, Куо, Ку, Кә 
Куз, Ки, Ку, R20 
коладан. А,В,С! 
Ку5,Ків, Кэз, R24 


р. 群 的 特征 标 表 是 已 知 的 (即使 未 知 ,也 容易 求 得 ). 由 于 T, # 
与 D, 群 同 态 , 所 以 ,TT 群 的 不 可 约 表 示 中 必 有 与 D; 群 相同 的 特 
征 标的 不 可 约 表示 .下 面 给 出 D; 群 的 特征 标 表 : 

表 2.2 


{Р„Е| {A.B.C} 


由 于 在 Tu 群 的 特征 标 表 中 ,已 有 了 人 恒 等 表示 D' ,所 以 ,只 要 将 
D? 及 D° 的 两 行 特征 标 填 上 即 避 , 这 时 ,Tu 群 的 特征 标 表 就 成 为 
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为 了 确定 余下 的 8 个 特征 标的 值 , 利 用 特征 标的 正 交 性 关系 和 人 完 
全 性 关系 : 


She X (C)* Z (C) = gò; (2.6-4) 
D ECON K (Cn) = Edi (2.10— 18) 


式 (2.6 一 4) 是 特征 标 表 内 不 同 的 两 行 ( 即 i == ;) BJ) iF ЖЖ A El 
一 行 (i = j;) 的 归 一 化 关系 . 式 (2.10 一 18) 则 是 表 内 不 同 的 两 列 (1 
A= m ) 的 正 交 性 关系 和 同一 列 (1= nm ) 的 归 一 化 关系 .利用 上 述 两 
个 关系 列 出 若干 个 方程 , 即 可 求 得 所 有 的 未 知 数 , 从 而 得 到 T, Ж 
的 特征 标 表 如 下 : 


表 2.4 


类 和 法 (1) 定义 (a REKER 在 这 里 需要 用 到 群 元 
空间 中 两 个 矢量 的 群 乘 . 定义 两 个 矢量 的 群 乘 就 是 按照 群 的 运算 
来 得 出 第 三 个 矢量 .例如 在 D, 群 中 ,矢量 A +3B 与 矢量 2 万 + 
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F 的 群 乘 是 
(A+3B)(2D+F)=2AD+ AF+6BD+3BF 
=2B+C+6C+3A 
=3A+2B +7C 
在 群 元 空间 中 有 了 矢量 群 乘 的 概念 ,就 带 来 了 两 个 矢量 是 否 
可 对 多 的 问题 . 夺 群 元 空间 中 两 个 矢量 的 群 事 结 果 与 次 序 无 关 , 两 
天 量 吏 是 可 对 多 的 ,否则 是 不 可 对 易 的 . 
(b) 类 和 矢量 ”定义 在 群 元 空间 中 属于 同一 个 类 C, 的 全 部 
群 元 ( 基 矢 ) 的 和 称 为 类 和 矢量 ,简称 类 和 . 它 是 群 元 空间 中 的 一 个 
天 量 . 类 和 矢量 与 由 式 (2.8 一 7) 定 义 的 类 矢量 的 区 别 在 于 类 矢量 


乘 了 一 个 归 一 化 常数 ,是 归 一 化 的 矢量 . 若 用 С, 表示 类 和 矢量 ， 
则 


C= SIR (2.11-1) 


REC., 
(2) 类 和 定理 (a) 两 个 类 和 矢量 的 群 乘 积 , 是 由 若干 个 完整 
的 类 和 矢量 构成 的 . 即 
EC = S сы, (2.11 —2) 
式 中 ci 是正 整数 或 零 . 
(b) 车 CCCG 三 个 类 在 同一 个 不 可 约 表示 中 的 特征 标 为 
Xis Xi» Xr W 
X, X; X; 
h, — * h; 一 С — 2.11-3 
үү, Dacha ( ) 
WERA: 先 证 明 (a) .已 经 知道 ( 见 本 章 习 题 ) ,类 和 和 天 量 同和 群 中 
一 切 元 对 多 : 
X-ICX=C, YXEG, (2.114) 
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现在 来 证 明 它 的 逆 , 即 与 群 元 中 一 切 元 对 易 的 矢量 À , D h ЖТ 
个 完整 的 类 和 所 构成 , 即 已 知 


A 必 然 是 一 些 矢量 的 线性 亚 加 ,其 中 可 能 包括 有 完整 的 类 和 ,由 于 
完整 的 类 和 同 X 对 易 , 故 可 以 将 它们 从 A 中 除去 ,只 对 余下 的 部 
分 证 明 即 可 . 令 余 下 的 矢量 为 R 


X-1RX=R, YXEG 
讨论 R 中 的 一 个 元 R;, 由 于 X 是 群 中 任意 元 ,如 R, 在 尺 中 出 现 ， 


左边 КФ ЖЯ R;, 则 右边 尺 中 必然 包括 R. 的 一 切 同类 元 ,因而 


证 明了 余下 的 部 分 仍 是 一 个 完整 的 类 和 .所 以 A 必 包 括 若干 个 完 
整 的 类 和 .又 由 于 


所 以 ， 
С, = X 1CXX lC X = X-1C CX (2.11 —5) 
即 СС, 必然 包含 有 若干 个 完整 的 类 和 ,所 以 ， 
С.С, = Уб, 
证 毕 . 


现在 证 明 (b). 令 D, 为 C; 各 元 的 表示 矩阵 之 和 , 即 
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D; = 2 D(R) 

则 | 
D '(X)D.D(X)= D. 
即 
DD(X)=D(X)D;, V X€ G 
根据 舒 尔 引 理 ,D; 必 为 单位 矩阵 的 常数 倍 , PD 
D; = milo 

其 中 I 是 单位 矩阵 . 

р, = lin: = XE N: 
另 一 方面 ,由 式 (2.11 一 6) ,得 

rD; = >)trD(R)= 2 XCR) = h aX (Ci) 


R€ C. 
一 h; Xi 


将 式 (2. 11 -9) 与 式 (2.11- 10) 相 比 , 即 得 


Xgl; = PiX» 
TÆ, 
Е 
1] iX. 


在 式 (2.11 -2) 中 ,以 矩阵 p, REČ 88 
D.D; = Ус. 


由 于 式 (2.11 -8), 上 式 可 表 为 
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(2.11—6) 


(2.11-7) 


(2.11 —8) 


(2.11 —9) 


(2.11 — 10) 


(2.11 — 11) 


(2.11 — 12) 


1:7; = > cnh (2.11 — 13) 
将 式 (2.11 一 11) 代 入 上 式 , 即 得 式 (2.11 一 3). 


ХХ, X; 
h. — h. — = .一 一 
‘Xp ?Ль дусу 
这 就 证 明了 定理 的 全 部 内 容 . 
(3) 类 和 法 求 特征 标 表 本 方法 是 利用 式 (2.11 一 3) 来 求 群 
的 特征 标 表 . 下 面 以 D. ШЫ B ARS RAE K 


R. D, 群 的 三 个 类 和 矢量 是 Č = E ‚б, = A+B+C, С, = D 
+ 下 ,它们 的 乘积 是 


C-C, (A+ B+ C)|XA +B + C) 
=АА+АВ+АС+ВА+ВВ+ВС+СА 
+ C B+ CC 


=E+D+F+F+E+D+D+F+EFE 


= 3С, + 3С, 


因此 ， 
Сод = 3, C223 = З 
同样 ， 
С,С,=2С, 有 C232 = 2 
C, C, = 2C, 有 C322 = 2 


С С, =2C, + С, 有 сз = 2,6333 = 1 


现在 求 D, 群 的 一 维 表 示 , 这 时 XF = 1. Hi CC -2C + C, 及 式 
(2.11 — 3) ,得 


2 X,*2 X,=2:1:X +2 X ,=2+2 X, 
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Bp 


由 此 解 得 


Rp 


Х,= +1 


于 是 两 个 一 维 表示 的 特征 标 为 


现在 求 二 维 表示 的 特征 标 ,这 时 X= X =2, 由 


C3C3=2C1+ G; 
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整理 后 得 
Xs — Xs-2=0 
由 此 得 
Х,= 2 
K 
X, = -1 
再 由 
С„С„=3С, + 3С» 
得 
Х2 а А2 Хз 
3 '3 5 =3+3,2 7 
В 
3 2 Е 
д^ Х371=0 
ИХ, =2 代入 上 式 得 Х,= #2, 
ИХ, = - 1 A LAS Х,=0 
这 样 ,得 到 三 个 二 维 表示 的 特征 标 如 下 : 
* 2.6 
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前 两 个 二 维 表 示 的 特征 标 ,是 两 个 一 维 表 示 的 两 倍 .其 中 E, Н] 
化 为 两 个 卫 ' BJ B Hl, E, 可 约 化 为 两 个 D° 的 直 和 . 即 E, X E, 
ур края, жаие, АНЕ, 这 个 二 维 表示 是 一 个 独立 
的 不 可 约 表示 ， | 

ЕЕ, X #h H ТАН ln] BJ п 2J о BJ) B. 8138 J НО 077, ЕР 
尔 引 理 中 是 被 看 作 不 可 约 表示 的 .在 证 明 式 (2.11-3) 时 ,用 了 每 
尔 引 理 ( 即 р; 必 为 单位 矩阵 的 常数 倍 ) ,因此 ,用 类 和 法 不 可 能 求 
出 真 焉 的 可 约 表示 ( 即 能 分 解 成 为 不 同 的 不 可 约 表 示 的 哪 种 可 的 
KIR). 

男 外 一 点 需要 提出 的 是 在 两 个 例子 中 虽然 从 头 到 尾 只 使 用 了 
一 种 方法 ,但 在 求 特 征 标 表 的 实际 过 程 中 当然 不 应 拘 尝 于 一 种 方 
法 ,两 种 方法 可 以 并 用 . 


$2.12 表示 的 二 积 


这 里 所 讲述 的 是 如 何 从 群 G 的 两 个 表示 (可 以 是 可 约 表示 ， 
也 可 以 是 不 可 约 表示 ) 产 生出 群 G 的 一 个 新 的 表示 的 方法 .在 群 
论 的 实际 应 用 中 (如 确定 选择 定 则 时 ) 是 非常 有 用 的 . 

和 矩阵 的 直 积 (1) 定义 ”如 果 有 两 个 矩阵 a,P, 其 中 @ 是 mm 
Xn ЖЕ, В 是 p xg НЕВЕ, РН ЖЕЕ у ж тр X nq WE 
阵 ,它们 的 矩阵 元 之 间 的 关系 是 


Уз,ы = а@ Ыйы (2.12-1) 
就 说 两 个 矩阵 a K p PJ НЕ y , 记 作 
у= а) В (2.12 —2) 


例如 


а 0 
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那么 ,由 式 (2.12 


aD 
alilp21 
a21P11 


224821 


一 1 ) 得 


a 112 
а 11 822 
а21В12 


а21 822 


а 12 Ві! 
а12 21 
а22 В 


а22 B21 


(2) 定理 # у-абрВ, =f, WE 
(а«СВ) (асв) = (аа) (ВВ) 
WA: Ж F K JZ uB IE R 4 B EEJG 


| (аС2В) (СВ) la, = 
一 2 а Ва 一 > анау ) | 2, В.В» 


а12 P12 

al12 822 | H 

az 312 i az В a22 В 

а 22 222 
(2.12 —3) 
(2.12 —4) 


之 (@б9В)» ‚”„'® В), kn 


= (aa ) (PB); = (аё)®(48)], а, 


所 以 ， 


D(A)= D° (A)@ D° ( 


(a&b) aP) = (аа OPP) 


直 积 表示 (1) 定义 群 G 的 两 个 (可 约 的 或 不 可 约 的 ) 表 
示 是 ре 及 De. 取 这 两 个 表示 的 直 积 , 即 


A), 


V AC G 成 立 


得 到 一 个 新 的 矩阵 的 集合 D ,其 中 


Dg = 05006 
Шр. 也 是 群 G 的 一 个 表示 , 称 为 直 积 表示 . 
证 明 : 已 知 群 G 的 元 有 AB= C. m 

D(A)D(B)=[D°(A)Q@D O (A)][D (B)@O D5(B)] 
= [р°(А)р* (В) Ј01р(А)р° (В)! 


(2.12 —5) 
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= р°( С)®р°(С) 
=р(С) 
Bh. B H E E Ep #E G 同 构 ,因而 是 群 G 的 一 个 表示 .一般 说 ,两 
个 表示 的 直 积 是 个 可 约 表 示 ( 若 由 两 个 可 约 表 示 的 直 积 产生 的 表 
示 , 则 一 定 是 可 约 的 )，. 
(2) 直 积 表示 D。 的 特征 标 等 于 两 个 表示 的 特征 标的 乘积 . 
就 是 说 ,车 
Dc = D*@ Г, 
MI 


(2.12 —6) 
因为 
Х(А)= 20(А) у = j= 2D CA) СА), 
= = Урса) Урна), 


=X (А)Х (А), YAEG 成 立 
(3) 直 积 表示 的 约 化 ”一 般 说 来 , 群 G 的 直 积 表示 是 可 约 表 
示 ( 有 了 时 也 可 是 不 可 约 表 示 ), 因 此 ,可 以 约 化 为 群 G 的 不 可 约 表 
示 的 直 和 . 先 考 虑 由 群 G 的 不 可 约 表示 的 直 积 所 形成 的 直 积 表示 
的 约 化 ， 


Р; 一 Dr Dh 一 > ay D% 
k 


X(A)=X СА) (A) 
= yx (A), VACG (2.12 —7) 


AP аў 是非 负 的 整数 根据 式 (2.6 一 6), 得 


а= x ‘(A)*X(AIX(A) (2.12-8) 
ACG 
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群 G 的 任意 两 个 表示 
рь = 2]а4% 2 Di = Хь 
的 直 积 亦 可 约 化 为 不 可 约 表 示 的 直 和 , 即 
Do = DD = 之 26090 
= 212 2 Sabat р, (2.12-9) 


(4) ВЕЛИ ЖЕЙ Ж pl,92,…，,9 | 是 不 可 约 
表示 Ds 的 基 范 数 ,函数 集 | 典 , 虎 ,…, 典 | 是 不 可 约 表示 Dr 的 基 
函数 .于 是 , 直 积 表示 De = Dc@ D. # lil; + # РА yy, 它们 是 
这 样 构成 的 : 


Ш А. 用 函数 变换 算 符 PR ER T IS 3 0, , 石 能 满足 式 
(2.4-8), W da EEA Dc = 00905, ра, В 


Риф, = Prl ф„®,) = (2, GD'(R)im )( 2 BD (R), ) 
= ОЙО (R) mD (R), 
= DBD (R ) u, mr 
= Ур), (2.12 — 11) 
其 中 pu = фи, D(R)= D'(R)@ D (R). < (2.12 — 11) 55 
(2.4 一 8) 相 同 , 所 以 , pu E ERER BS ЗЕРИ Ў. 


$2.3 和 直 积 群 的 表示 


(1) 两 个 可 对 多 群 的 表示 的 直 积 ,是 直 积 群 的 表示 . 即 
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С = СС 
ED ЖС HRT, D 是 G 的 表示 , 则 群 G BJ & 2 D = 
LOD. 
证 明 : 群 G° 的 元 是 1A, | , 群 G° 的 元 是 1B ,那么 , 群 G 的 
лж (А,В, і. 
已 知 :D? 5 G° В, А ATA, = Am, M 


De(A,)De(A,)= D (An) (2.13-1) 


D° 5 G° 同 构 , 即 若 ВВ, = B, , IJ 


р°(В,) р°(В,) = D°( B, ) (2.13 —2) 
对 于 群 G ,存在 
(А,В,)(А,В,) = А„В, (2.13-3) 
若 能 证 明 . 
D(A B;)D(A,B;) = D(A,B,) (2.13— 4) 


则 D 就 是 群 G 的 表示 . 
按 题 设 D= DeoD ,所 以 ， 


р(А,,В,) р(А,В;) = Гр(А,)ср”(В,) р '(A,)@OD (B; )] 
=[D°(A,)D°(A,)]@[ D '( B,) р°(В,)] 
上 式 最 后 一 步 利 用 了 式 (2.12-4) ,将 式 (2.13- 1) K K(2.13—-2) 
代入 上 式 , 即 得 
D(AB)D(A,B,)= D (An YD’ (B,)= D(A,B,) 


这 就 是 式 (2.13 一 4), 所 以 D = РОР 是 直 积 群 G 的 表示 ， 
(2) 直 积 群 的 表示 的 特征 标 ,是 可 对 易 群 的 表示 的 特征 标的 
乘积 . 即 G= GOG ‚Р = рр" 时 ,有 
 * 110 · 


Хх. = X aX o (2.13 -5) 


WE RA :已 知 A € G ,B„ „E G,A B„EG, 
K 


D(A Bn) = D(A QD’ (Bn) 
因此 , 
Х(А,В„)= 2 р(А,В,) 5 
= SDAD (Bn), 
= SDA). DD Bn); 
= (АЛ? Bn) 


V A,€ G° K V B, € G° 成立. 
例 FF Can = C2 C: 
其 中 


C,= (Е, сі, С. = (Е, 1 
Cop = (iE,c,,T,o,| 


. C, 群 的 特征 标 表 Ci 群 的 特征 标 表 


于 是 C2h 有 四 个 不 可 约 表示 ,相应 的 特征 标 是 
D! = p“, G D°: ү = у ү? 
р? = р.р»? уг = у уз 
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Р? = D-Q DP. y = Хх 
p’ — Г») Р?» у“ — y? X 


由 此 可 得 Cy, 群 的 特征 标 表 


(3) # D° R D° 分 别 是 群 Ge 及 G° 的 不 可 约 表示 , 则 DD = 
рр E: E G = G: GG 的 不 可 约 表示 . 

证 明 : 群 G° 的 阶 是 g , 群 元 是 iA,1, 群 G° 的 阶 是 gw , 群 元 是 
IB,1 ,那么 , 群 G 的 阶 是 g = орь, Е (А,В, |. 

D „Р? 分 别 是 G* 及 G° 的 不 可 约 表示 ,根据 不 可 约 表示 的 判 
据 式 (2.6-9) ,有 


> X (AX (А,) " = Ba 


A € G° 


> X (BX (B) = g, 


B € o 


ОХ УЯ 7; ЖЕК ЖЕЙ (ЖОЛ ЖЕ ЖОЛ, ДОЛ KO), 
za =| У) Х (АХ A) || 22 (ВӘХ (В) | 


A.€ G° BEG 
= У) У) [x (CADYX(B)IX A)" By] 
= 2, Х(АВ;)Х(А,В,)' (2.13 -6) 
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因为 g= gg, PEL, 
> X(A,B;)X(A;B ) ° = g (2.13 —7) 
A, B € G 

ЖЕН y D 是 群 G 的 不 可 约 表 示 . 

(4) # G= G°@ G° , W G 的 所 有 不 可 约 表 示 是 G* K G° 的 
所 有 不 可 约 表 示 的 直 积 . 

ШЕ В: С 的 不 可 约 表示 数 为 co ,不 可 约 表 示 的 维 数 是 
LAOS Sca); 5 G° 的 不 可 约 表 示 数 为 cs ,不 可 约 表 示 的 维 数 是 
p(1<;=< O). 

由 于 群 的 各 不 可 约 表示 维 数 平方 之 和 等 于 群 的 阶 , P ЯВ 


а K. 
х,18р=в, >,12р = g, 
i=] j=1 


由 G。 及 G° 的 不 可 约 表示 的 直 积 得 到 的 群 G 的 不 可 约 表示 ,其 维 
数 是 如 = г ,各 不 可 约 表示 维 数 的 平方 和 就 是 : 


PP = дав, = g 


i=1 у= 1=1 }=1 


Serg (2.13 -8) 

这 个 等 式 说 明 ,G* 及 G 的 所 有 不 可 约 表示 的 直 积 ,就 是 直 积 
群 G 的 全 部 不 可 约 表示 . 群 G 中 没有 一 个 不 可 约 表示 可 以 不 用 
群 G* КС 的 不 可 约 表示 的 直 积 来 表达 , 即 G* K G° 所 有 的 不 
可 约 表 示 的 直 积 , 客 尽 了 群 G 的 全 部 不 可 约 表示 . 

直 积 群 G 的 不 可 约 表示 的 数目 cv = cc, ,所 以 , 群 G 的 类 数 
ER С^ C 类 数 的 乘积 . 

(5) 关于 直 积 群 表示 的 基 函 数 . 若 G=6GQG2 ,D2 R. D° 分 
Е GG? 的 表示 ,相应 的 基 函 数 是 : 
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191,92,"…, Ф | 是 表示 D Bl “ЖЖ, 
1$81,$，>,…,$, 是 表示 D fJ 1, + 35 838. 
于 是 , 群 G 的 表示 D = рр BJ 35 88 ФЕЯ L, 个 ,它们 由 下 式 
构成 | 
Фл @ 9, , 1<т&1,, ln (2.13 —9) 


ABEG, R 83 Ek PL FE F y, ,根据 式 (2.12 一 10) 
得 


L, 

РА в Фтя — > бы СА „В„) ы та 
Ё,{=1 
14 


= D, фав [D (Ap) mD (Bi) n] 


一 > гї“ (Ap)im || 2 PD? (В) „| 
= Pa Pm Il Pp $, 1 (2.13— 10) 


式 (2.13 -10) 表 明 , 以 直 积 群 群 元 相应 的 函数 变换 算 符 Pa s 作用 
在 其 表示 的 基 函 数 上 的 结果 ,与 以 其 直 积 因子 的 群 元 相应 的 函数 
ERR Pa, 及 Po, 分别 作用 在 其 各 自 的 不 可 约 表示 的 基 函 数 上 
的 乘积 是 相同 的 . 


$2.14 Ж Ж ж 


定义 (DEKET ж D; 是 群 G 的 一 个 表示 , 取 Dg 
H) E ЖЕШ kE РЕ D c .可 以 证 明 : 
(а) # G 的 任 一 表示 是 De , 则 Юс 也 是 群 G 的 一 个 表示 . 
(b) ж De 是 群 G 的 一 个 不 可 约 表示 , 则 Dc 也 是 群 G 的 一 
个 不 可 约 表 示 . 
(c) ж Dc 是 一 个 么 正 表示 , 则 ре 也 是 一 个 么 正 表示 . 
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Ds 称 作 群 G BERRET. 

(2) 实 表 不 

(а) ERR Di Урс 等 价 (用 符号 Da 一 De 表示 这 种 等 价 
关系 ) ,而 且 Dc 及 DE 都 等 价 于 同一 组 实数 的 表示 矩阵 ,那么 , 表 
示 De 就 称 为 实 表 示 . 就 是 说 ,如 果 通 过 一 个 相似 变换 ,可 以 将 所 
A REG 的 表示 和 抢 阵 了 P(R) 同 时 变 为 实数 矩阵 ,这样 , | DR Ai 就 
叫做 实 表示 . 

(b) Dc 与 De 等 价 , 但 却 不 等 价 于 一 实 表 示 ,也 就 是 说 ,表示 
矩阵 D(R) 不 能 通过 相似 变换 变 成 实 和 矩阵 ,这 样 的 表示 ,不 是 实 
ЖЛ. 

定理 定理 1 #& D6 与 De 是 群 G 的 等 价 的 不 可 约 表示 , BD 


存在 矩阵 C ,使 得 
D(R)*=CD(R)C`!, V R € G 成 立 (2.14 — 1) 
那么 ， 
(I) C=+C (2.14 —2) 
(H) el C HET De лжи (2.14-3) 
-С 对 应 于 De 不 是 实 表示 
证 明 :为 书写 方便 ,我 们 将 式 (2.14- 切 写 成 
D * = CDC `! (2.14 —4) 
首先 证 明 ( 工 ). (1) ЖЕХЮЯ AHI 
D=C*D'C !* (2.14 —5) 
将 式 (2.14 一 4) 代 人 上 式 右 边 ,得 
D=C*(CDC ')C !*=(C*C)D(C”*C) 
即 
D(C*C)=(C*C)D (2.14—6) 
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已 知 Doç АЙС 的 一 个 不 可 约 表示 ,和 矩阵 (C“" C) 与 这 个 不 可 约 表 
示 的 一 切 表示 和 矩阵 对 易 , 根 据 舒 尔 引 理 知 


L 是 单位 矩阵 ,其 维 数 与 De 的 维 数 相同 ,M 是 常数 . 
(2) 因为 任何 表示 总 可 通过 相似 变换 变 为 义 正 表示 ,所 以 ,可 


认为 Dc EZERT, A ре 也 是 么 正 表示 .根据 本 章 人 2.1 的 
定理 二 ,变换 矩阵 C 也 是 么 正和 矩阵 ,所 以 ， 


C'C= L (2.14 ~ 8) 


其 中 p 是 单位 矩阵 ,其 维 数 与 Do 的 相同 . 
(3) 将 式 (2.14 一 7) 与 式 (2.14 一 8) 相 比 ,得 


С*С=МС'С (2.14—9) 
UC ERER, C*=MC=MC', RA, 


C = MC (2.14 — 10) 
上 式 两 边 取 转 置 后 ,得 

C = MC (2.14 — 11) 
将 上 式 代 回 式 (2.14 一 10), 得 | 

С= М?С (2.14 — 12) 


В, 
М?=1, М= +1 
将 M 的 值 代入 式 (2.14 一 10), 得 
С= +С 或 C=+C (2.14— 13) 


这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 .C= + C 表明 ,车 D~D’*, 那 么 它 
们 之 间 的 相似 变换 矩阵 C 必定 是 对 称 的 或 反对 称 的 . 
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现在 证 明 (T ). (1) E De 为 实 表示 ,那么 ,总 可 以 找到 一 个 
Ж Е 吾 ,使 得 BDB HAXER, РЕ, 


(BDB !)* = врв `! (2.14— 14) 
由 于 ВЕ РЕ, ЛЕ deB * 0, 从 上 式 得 
D*=(B*) ВОВ 'B‘=(B* В)О(В* p) 


(2.14—15) 
上 式 与 式 (2.14-4) 相 比 ,得 


B* B=C (2.14-16) ` 


式 (2.14 一 13) 已 给 出 C=+C, 所 以 ( B” B)=+B* B,H 
B(B') =+B* B 
将 上 式 两 边 左 乘 B' 后 ,再 右 乘 中 ,得 
B* B= + ВВ! (2.14- 17) 
因为 ,B* 吾 = (ВВ') ,所 以 ， 
(BB?) = + ВВ! (2.14 18) 
取 上 式 两 边 的 对 角 元 ,其 中 ， 
(ВВ!) = 2 BuaBl = 2 | B, |2 
(ВВ!) = >, BàBa = > | Bal? 
#(BB') = - BB' RY, Ж 
(ВВ') =O 


而 (BB'),; =0, 就 要 求 矩 阵 B 的 所 有 元 Ba = 0, 对 于 k=1,2,.…, 
п,т=1,2,,п ЖИ, У.О ЛТ 6 B; = Ü 就 导致 detB = 0 ,但 这 与 
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前 提 detB + 0 是 矛盾 的 . 因此 , 当 D 为 实 表 示 时 , (BB') = 
- 了 如 + 是 不 可 取 的 ,所 以 ,只 存在 C = C, 
(2) 当 C=-C 时 ,detB=0, 说 明 不 可 能 存在 一 个 矩阵 吾 , 使 
D 变 为 实 和 矩阵 .所 以 ,C= - C, 对 应 着 D 不 是 实 表示 的 情况 . 
定理 2 设 群 G 的 不 可 约 表示 De 的 特征 标 为 X ,那么 


g， 则 C=C, 对 应 于 D 与 D’ 等 价 ,日 DD 
为 实 表示 , (а); 
2,X(R2)=40, 对 应 于 DD 与 D' 不 等 价 ,(b); 
gë -g, MJC=- C,W 5 T D 1 D" Ж {Н p 
不 是 实 表 示 ,(c) ; 
x (2.14 — 19) 
这 是 g 为 群 G НИГ. 
这 是 不 可 约 表 示 De 是 否 与 DE 等 价 ,是 否 为 实 表 示 的 一 
判 据 . 
ШЕ А :将 式 (2.14- 19) 的 左边 表 成 


2, X(R?)= 2, (Е?) = 2, 2; [D(R)D(R)), 
_ > Уррск) рк), | (2.14 ~ 20) 

考虑 到 D( R), =[D(R)¿] ,并 将 求 和 号 对 调 后 ,上 式 成 为 
У\х(к2) = У) > D(R),[D(R):] (2.14-21) 


R€ G isk REG 
(1) # De 与 DE 是 不 等 价 的 不 可 约 表示 ,根据 矩阵 元 的 正 交 
性 定理 式 (2.3 一 1), 式 (2.14 一 21) 的 右边 为 零 , 所 以 
2 X(R’)=0 (2.14 — 22) 


R€ G 


这 就 证 明了 定理 的 情况 (b). 
(2) Æ 0. 与 DE 等 价 , 则 由 式 (2.14 一 4), 得 
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D=C 'D*C (2.14- 23) 
将 上 式 代入 式 (2.14 一 20) 右 边 的 D(R),, 得 


2u X(R?)= ` > 2> D(R)aChD(R) gC C mi 


REG i,k l,m 


= = > Ci Cm 2 4D(R)aD(R); ра 


(2.14- 24) 
H Ж EE G ВЕЗЕ ЛЕ EX (2.3 — 1) ,得 


S D(R)aD (R) ip = 8,8, (2.14-25) 


REG 


其 中 ç ЕС ЮИ, 是 表示 矩阵 DCR) 的 维 数 .将 上 式 代 回 式 
(2.14 — 24) ,得 


DXR?) = У CRC (2.14 — 26) 
REC 1, 
由 式 (2.14 一 3) 已 知 ,C = + С, ЖА ЕЖА 


> x(R2 = + 2 Cuc = z f 2 Tou = + д 


REG 


其 中 正 号 对 应 于 De 为 实 表 示 , 负 号 对 应 于 De 为 非 实 表 示 的 情 
况 ,这 就 是 定理 中 的 情况 (a) 及 (c). 
2) 题 

1. 有 一 三 维和 矩阵 , 现 改变 行 与 列 的 编号 ,将 原来 第 1.2 及 3 行 ( 列 ) 分 别 
称 为 第 1.3、2 行 ( 列 ) ,得 到 一 个 新 的 表示 . 求 变换 矩阵 $ ,并 进而 证 明 : 凡 对 
矩阵 行 和 列 同时 改变 编号 的 变换 ,都 是 相似 变换 . 

2. RERE G 中 属于 同一 类 的 各 元 的 表示 和 抢 阵 之 和 , 必 与 群 G 的 一 
元 的 表示 抢 阵 对 易 . 

3. 利用 舒 尔 引 理 判 断 本 章 给 出 的 D, 群 的 表示 是 可 约 的 还 是 不 可 约 的 
表示 .判断 基 函 数 pl = cos28 , o= sin20 , фз = 2cos0sin0 荷载 的 D; 群 的 三 维 
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表示 是 可 约 表 示 还 是 不 可 约 表示 ? 

4. 试 证 明 函 数 变换 算 符 Pk EZERT. 

5. 试 利 用 正三 角形 对 称 群 C3, 的 两 个 不 可 约 表 示 来 验证 撼 阵 元 的 正 交 
性 定理 . 

6. 已 知 D, Ë BJ F EPS S HU Г: 


_ -1 
Ку, 1625 jc s leg: 


试 将 本 章 第 四 节 得 到 的 Du 群 的 六 维 表 示 约 化 , 问 能 约 化 为 那些 不 可 约 表示 
及 各 不 可 约 表示 出 现 的 次 数 ;将 计算 结果 同 那 里 的 直接 约 化 结果 进行 比较 ， 
找 出 直接 约 化 的 结果 中 还 可 约 化 的 表示 进行 约 化 . 

7. 用 不 可 约 表示 的 判 据 来 检验 上 题 已 约 化 的 表示 是 否 为 不 可 约 表 示 ? 

8. 由 三 维 函 数 空 间 的 基因 数 у (Е, у, х) = r,f, (z,y, z) = y, 
AP(zyyz)=z，, 求 得 Di 群 的 一 个 可 约 表 示 , 经 特征 标 分 析 知 道 , 这 个 表示 
可 约 化 为 D2@Ds, 试 求 这 两 个 不 可 约 表 示 的 基 函 数 ， 

9. 试 求 出 在 D2 群 的 一 个 六 维 表 示 中 出 现 的 那些 不 可 约 表示 的 基 上 晤 数 ， 
并 同 课文 中 给 出 的 对 函数 空间 的 直接 讨论 作 一 比较 . 

10. 一 个 群 的 两 个 不 等 价 的 不 可 约 表 示 能 有 完全 相同 的 特征 标 吗 ? 

ll. 试 写 出 Dyu 群 的 正规 表示 . 

12. 将 群 表 中 行 的 次 序 改变 为 按 各 元 的 逆 元 来 排列 ,如 下 表 : 
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然后 按 下 法 写 出 各 元 的 矩阵 :在 上 面 的 群 表 中 出 现 该 元 的 位 置 写 1, 其 余 的 
位 置 写 0. 例 如 对 于 A ,其 矩阵 为 


D'(A)= | -eri ресе 


用 这 种 方法 得 到 的 矩阵 ,其 元 满足 


рт) = 1 ÄR ‘5= ТЕ, 
0 ҸЕ !5 + ТЕ, 
证 明 :(1) 用 这 种 方法 得 到 的 矩阵 D (R), V R € G 确 是 群 G 的 一 个 表示 
( 亦 是 正规 表示 ) 
(2) 讨论 用 上 法 定义 的 正规 表示 与 课文 中 定义 的 正规 表示 的 关系 . 
(3) 求 这 两 种 方法 定义 的 正规 表示 的 变换 矩阵 . 
13. 试用 正 交 法 求 出 三 角形 对 称 群 D, 的 特征 标 表 
14. 试 证 明 下 列 两 个 等 式 对 一 切 群 都 成 立 : 


” : £ 当 C=Eff, 
1 № = 
(1) 之 LX 0 CER, 
| g 当 j=1 时 ， 
2) Sh - 
(2) 2 hc Xo 0 当 j; 寺 1 时 ， 


(这 两 个 等 式 可 以 帮助 定 出 群 的 各 不 可 约 表示 的 特征 标 ). 

15. 为 什么 在 特征 表 中 ,除了 第 一 列 (单位 元 的 特征 标 ) 外 ,没有 哪 一 列 
全 是 正 的 ;除了 第 一 行 ( 恒 等 表 示 ) 外 ,没有 哪 一 行 全 是 正 的 . 

16. 证 明 类 和 天 量 与 群 元 空间 中 的 一 切 失 量 对 易 . 

17. 试用 类 和 法 求 四 对 象 置换 群 S, 的 特征 标 表 . 

18. 将 C;, 群 的 不 可 约 表 示 两 两 直 积 , 并 将 这 些 直 积 表示 约 化 为 不 可 约 
表示 的 直 和 . 

19. 将 Cs, 群 的 不 可 约 表示 两 两 直 积 ,然后 将 这 些 直 积 表示 约 化 为 不 可 
约 表示 的 直 和 . C4v 群 的 特征 标 表 如 下 : 
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ERA Жл Е Cascas C2z ICa ay Ic, іс. Tc2y 


1(z) D | 1 1 1 1 1 
ху D |1 -1 1 1 一 
х-у? D |1 -1 1 -1 l 
zy(z2— y) D’ 1 I 1 _ 1 -1 
х,у D° | 2 0 -2 0 0 


20. Ж D ED E # G 的 两 个 不 等 价 的 不 可 约 表 示 , 试 证 : 

(1) 直 积 表示 D'OD* 并 不 包含 恒 等 表 示 ，; 

(2) 一 个 不 可 约 表示 与 其 复 共 堪 表示 的 直 积 中 ,但 等 表示 出 现 , 是 仪 出 
现 一 次 . 

21. Æ bi， 加 是 群 G 的 一 个 n ERR Do 的 基 函 数 , 试 证 明 由 这 
э Ж РЁ ЖОП ТЕ ЖЕКЕН ТИШН Н n 个 函数 ,同样 可 以 作为 群 G 的 一 个 表 
RERA, ARTERS De 等 价 . 

22. Æ Do 是 群 G 的 一 个 表示 ,证 明 : 

(1) DE 也 是 群 G 的 一 个 表示 ; 

(2) ж Do 是 可 约 表示 , 则 DE 亦 为 可 约 表示 ; 

(3) E Dc 是 不 可 约 表 示 , 则 DE 亦 为 不 可 约 表 示 . 

23. WM FIRR) z;(2) zy;(3) х – у? 及 (4) z? 作出 Ca, 群 的 表 
JÑ ; 约 化 这 个 表示 并 求 出 各 不 可 约 表示 的 基 畏 数 . 
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RERA 


$3.1 三 维 空 间 中 的 正 交 群 


53.1.1 三 维 转动 矩阵 


定义 (1) 矢量 的 转动 .在 三 维 空间 中 的 算 符 A ,作用 于 任 一 
X#E r 上 ,给 出 同一 空间 中 确定 的 矢量 x ,并 保持 任意 两 矢量 在 
变换 前 后 的 内 积 不 变 ,那么 , 算 符 A 就 称 作 矢量 的 转动 算 符 . 上 面 
的 定义 亦 可 用 下 式 表 述 , 即 对 于 任意 的 矢量 > 及 s, 有 

Аг= г, As=s 
Ні =E 
(res)=(r +5 )= (Ar: As) (3.1-1) 
ШЖ A 为 转动 算 符 . 

在 三 维 空间 中 取 定 一 组 基 矢 i ,j,k 之 后 ,空间 中 的 任 一 矢量 

就 由 三 个 实数 来 确定 , 即 

г=іх+ју+ Кх, r =ixr tjy tkz (3.1—2) 
x 
及 |y 


, 
之 


Х 


f 


这 样 , АЛАИН Ж Е | y 分 别 表示 矢量 r 及 r ,从 


< 


而 得 到 Ar =r 的 矩阵 表达 式 为 : 


6123 > 


N (3.1-3) 


Ал А А 


其 中 矩阵 


А = |А Ân A; 


Аз As Аз 


(3.1-4) 


称 为 三 维 转动 矩阵 ,其 矩阵 元 A; 均 为 实数 . 

(2) 基 矢 的 转动 ” 当 三 维 空间 中 的 算 符 B 作用 于 该 空间 的 
基 矢 ji, 并 保持 其 正 交 归 一 化 关系 不 变 时 ,就 得 到 该 空间 的 一 
ARER i J k RNK, WER i J kK 是 由 旧 基 矢 i、j、k 转 
动 而 来 的 ,其 转动 算 符 就 是 B. 新 基 矢 与 旧 基 矢 之 间 的 关系 为 


(iy K')= (к) В (3.1-5) 
空间 中 任 一 矢量 r 可 在 新 旧 两 个 坐标 系 中 表 出 : 
r=irzt+jyt+kz=ix +j y tkz (3.1-6) 
将 式 (3.1-5S$) 及 式 (3.1-6) 写 成 矩阵 的 形式 ,得 
В By 
Ba В» Ba (3.1-7) 


Вз Вз Взз 


将 式 (3.1 一 3) 及 式 (3.1 一 7) 代 入 式 (3.1 一 8) 的 右边 ,得 
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[ij k j= lijk] 


х Ву В; Вуз An А Аз 
[К]|у|=[Е]|В, Bz Вз |А A A 


Ву Bz Bs. 


© Аз Аз» Аз 
+ 
= [ ijk | BA N (3.1 —9) 
由 上 式 得 
ВА = І, (3.1- 10) 


其 中 ERMER, Т, 
B=A `! (3.1 -—11) 


上 式 表 明 :坐标 系 不 动 而 转动 矢量 的 操作 与 天 量 不 动 而 往 反 方 问 
转动 坐标 系 的 操作 是 一 样 的 ,但 通常 都 采用 转动 矢量 的 操作 A 来 
讨论 问题 . 

转动 矩阵 4 的 性 质 (1) 4 EZ IEEE 由 式 (3.1 一 1) 得 


(rs)=(r:AiAs) (3.1— 12) 


对 一 切 r fis 成 立 .因此 ,A1iA = І, Ж 1 是 单位 矩阵 . 同 理 可 
以 证 明 44 = I, 即 转 动 算 符 满足 


+ 


A'A = АА! = І, (3.1— 13) 


因此 ,A 是 么 正 算 符 ,其 矩阵 是 么 正和 矩阵 ,这 是 转动 A 保持 任 两 天 
量 内 积 不 变 的 充 要 条 件 . 
(2) 矩阵 元 之 间 存 在 正 交 归 一 的 关系 ”由 式 (3.1 一 13) 得 
ХАА = би (3.1— 14) 


由 于 4 是 实 和 矩阵 ,所 以 ， 
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At = (А,)* = А, = Ai (3.1 — 15) 
将 上 式 代 入 式 (3.1 一 14), 得 


上 式 表明 ,转动 矩阵 中 不 同 的 两 列 矩 阵 元 两 两 相 乘 后 取 和 ,结果 为 
零 . 上 式 就 是 转动 给 阵 两 列 和 矩阵 元 之 间 的 正 交 关系 . 同 理 , 从 ДА! 
2 AsAy = à (3.1 — 17) 
_E K Ж## ah kB EE W 41 Ë [Ел — ЇН} BJ) ERR. IN Jk , SE B) Z IE yB EE 
亦 称 正 交 和 矩阵 . 
由 式 (3.1-16) 与 式 (3.1-17) 可 以 得 到 九 个 矩阵 元 之 间 的 六 
个 关系 式 , 所 以 ,转动 矩阵 元 中 只 有 三 个 是 独立 的 .就 是 说 ,只 要 用 
三 个 独立 的 参数 即 可 确定 一 个 转动 矩阵 . 
(3) 转动 矩阵 的 行列 式 detA= +1 由 于 4 4=T, 所 以 
det(A1A)=detA':detA = (дегА )? = 1 
这 样 ， 
detA = +1 (3.1 —18) 


我 们 将 行列 式 等 于 +1 的 转动 称 为 正当 转动 R ,市 将 行列 式 等 于 
-1 Arai AIEE S. 


83.1.2 正当 转动 


正当 转动 群 SO (3) 群 ”所 有 满足 detR =1 的 转动 R 的 集合 
构成 群 ,这 个 群 就 称 为 正当 转动 群 .这 是 因为 : 

(1) 集合 1 RI 具有 封闭 性 , 取 集 合 中 任意 两 个 元 К, AR, H 
于 


det К. 一 det R, = ] 
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所 以 ， 


detR,R, = detR;:detR; = 1 (3.1 — 19) 


可 见 ,乘积 RR; 亦 在 集合 {RI 中 . 
(2) 存在 逆 元 R l= RR. 由 于 RIR= 了 ,所 以 ,R1=R 1, 而 
Ri=R, 所 以 R-!=R, 于 是 


detR 1=detR = detR =1 (3.1— 20) 


上 式 表 明 ,R !' 存 在 于 集合 {RI 中 . 
(3) 存在 单位 元 .由 (1) 及 (2) 知 


RR !=R 'R=EEIRI (3.1—21) 


(4) 群 乘 满足 结合 律 . 因 为 矩阵 乘法 满足 结合 和 

正当 转动 相当 于 刚体 转动 ”我 们 现在 考虑 坐标 不 动 而 刚体 绕 
某 轴 转 过 一 个 p 角 的 转动 矩阵 R(a ,9p),z 是 转轴 方向 上 的 单位 
矢量 .为 讨论 方便 ,我 们 首先 定义 并 矢 К. 


— — 


R = ИК + ijR 1; + IkR 13 
+ ЛК t R22 + JkR;5 
+ КК. + kjR3 + ККЕ» (3.1 — 22) 


于 是 ,关系 式 = Rr 就 可 以 用 并 和 拓 式 表 出 : 
r= Rr (3.1— 23) 


这 样 ,并 天 R 的 九 个 分 量 就 是 转动 算 阵 的 九 个 矩阵 元 . 

图 3.1 示 出 , 当 刚 体 绕 u 轴 转 过 角 时 ,刚体 上 任 一 点 P( 矢 
径 为 r) 转 到 了 P( 矢 径 为 rr), 取 PP 点 在 轴 上 的 投影 为 0 ,过 0 
作 垂 直 于 转轴 的 平面 , 则 Р.Р ДЕЖ Е. 

H P ж O P ТЕ Ж #Җ,5Ж 5 N A, AP # Ë T Y ËI OO P . H 
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图 3.1 可 得 
r= ОО + ОА + AP 
(3.1 — 24) 
我 们 通过 寻找 00” .OA 及 AP” 
Б{у жг 之 间 的 关系 ,将 rr 表示 为 
R r 的 形式 ,从 而 找到 转动 矩阵 R. 
(1) ОО =u(u:r) (3.1-25) 
(2) 线段 OA = OP соѕф = 
О'Рсозр= |r — u(u*r)|cose 由 于 
OA 的 方向 怡 为 r 一 u(u*r) 的 方向 ， 
因此 有 
ОА =[г- и(и* г) ]соѕф 
(3.1—26) Н 3.1 
(3) 线段 AP = O Р ыпф= O Рзїпф 
ПОР = rsinb ,所 以 线段 


АР = rsingsino (3.1 —27) 


НЉАР EH T EFT OO P, 1, AP KNAS u Xr 方向 相同 ， 
那么 ,AP” 的 单位 矢量 就 应 是 


u — uxr _ u xr 
2 |uxr| rsing 


(3.1 —28) 


于 是 ， 


— S л. ШАХР 
АР = rsin0singu,; = rsin0sine ыла ИХ гет 
rsin 


(3.1 —29) 
将 式 (3.1 一 25)、(3.1 一 26) 及 (3.1 一 29) 代 入 式 (3.1 一 24), 得 


r =u(u-`r)+[r-u(u-r)j]coso+ и Х rsing (3.1 —30) 
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(4) I =iitjjtkk, (3.1 —31) 
则 
I 'r=r (3.1 — 32) 


I Xu'r =(ii+jj+tkk)}Xu'r 
=i(ixu*r)+j(jxu'r)+k(kxu-r) 
=i(i'uxr)+j(j'uxr)+k(k'uXx r) 
={(ихг)„+](ихт)„+ К(ихг),„ 
=цХг (3.1 33) 


#3 (3.1—31),(3.1—-32)Ж(3.1-33){% AK(3.1—- 30) ‚1% 


r =uu'r+( 1°*г-— ии*г)созр+ I X u*rsine 
= uu + ( I — uu )созф + I х using ] * r (3.1 — 34) 


将 上 式 与 式 (3.1 一 23) 相 比 , 得 


R =uu+( I – ии)соѕр+ I Xusing (3.1- 35) 


(5) Ж ДЖЫ Ayy, i u= il+ jua + kv, В А 
+ g? +07 =1,Й| 


ЛА Ан My 
ии=|нА pp р (3.1- 36) 
vÀ yu w 
КА 1-42 Ax -A 
I --uu=| - À 1-р? ow (3.1 — 37) 
-y -u 1-0" 
() -у p 
I xu= у 0 -à (3.1 — 38) 
-u А 0 


将 式 (3.1 一 36)、(3.1 一 37) 及 (3.1 一 38) 代 入 式 (3.1 一 35), 得 


cosg + 42(1- соѕф) Ан(1—созф)— vsing Av(1- соѕф) + using 
R= IA(l—cosp)t+ysing cosp+tp (1l-cosp) ру(1 – соѕф) ~ Asing 
/А (1 – соѕф) – using vll—cosp)tAsing созр+ (1- coso) 
(3.1 — 39) 
直接 计算 R 的 行列 式 即 得 detR = +1, 这 就 证 明了 刚体 转动 都 是 
正当 转动 .全 部 刚体 转动 就 构成 了 正当 转动 群 ,这 是 一 个 无 穷 多 阶 
的 连续 群 . 群 的 每 个 元 都 用 3 个 参量 来 标记 .在 这 里 就 是 用 Ал 
(v 不 是 独立 的 ,因为 4*+ pj +v =1) 和 9 来 标记 ,其 中 4 表示 
PJ P], p KIER H. 


53.1.3 非 正 当 和 转动 
韭 正当 转动 S 的 行列 式 为 一 1, 即 
detS = -1 (3.1 — 40) 


可 见 , 非 正当 转动 不 能 单独 构成 群 ,因为 连续 两 次 非 正当 转动 的 结 
果 是 一 个 正当 转动 . 

非 正 当 转 动 有 两 个 相互 有 关 的 基本 转动 ,它们 就 是 中 心 反 演 
1 简称 反 演 ) 及 镜面 反射 o (简称 错 象 ). 中 心 肥 演 械 将 位 天 r 的 三 
个 坐标 全 部 反 号 , 即 


vi — E 
Ir=-r 或 haj- = (3.1-41) 
之 — Z 
因此 , 反 演 的 转动 矩阵 为 
-1 0 0 
А 0 —1 ] (3.1 — 42) 
0 0 -i 
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+ B [BI + ЯК ШЕН, WJ EK Ж ЖШ БН, ЕЕ on 以 С, Ж 
示 绕 垂直 轴 转 动 x 角 的 正当 转动 , 则 有 


or = IC, = С,1 (3.1— 43) 


C = lor=or1 (3.1 — 44) 


可 见 ,一 个 正当 转动 与 1 (或 c) 的 连续 作用 是 一 个 非 正 当 转 动 ; 反 
之 ,一 个 非 正 当 转 动 与 工 的 连续 作用 是 一 个 正当 转动 .因此 ,我 们 
可 将 非 正 当 转 动 S 表示 成 1 与 正当 转动 R 的 乘积 , 即 

S= ÍR = КІ (3.1 — 45) 


非 正 当 转 动 的 并 矢 可 表 为 


— — — — 


5 = – ни —( I — uu )cosog + I X using (3.1—46) 


非 正 当 转 动 是 刚体 转动 所 不 能 实现 的 ,其 特点 是 在 不 改变 天 
量 的 长 度 和 夹 角 的 傅 况 下 ,把 右手 坐标 系 变 成 左手 坐标 系 .正当 转 
动 则 不 改变 坐标 系 的 属性 . 即 在 有 
z — x > y 


存在 , 则 在 正当 转动 后 成 为 


Rz = Rx x Ry (3.1 — 47) 
由 于 Ix = 一 x, 在 非 正 当 转 动 后 成 为 
Sz = ~ Sx X Sy (3.1— 48) 


注意 这 时 天 量 又 乘 的 定义 仍 是 右手 系 中 的 定义 , 即 a x b 的 方向 
是 一 个 右手 螺旋 按 a 至 6b 方向 转动 时 的 前 进 方向 .大 将 此 定义 改 
为 左手 螺旋 的 前 进 方 问 , 则 上 式 成 为 
Sz = Sx X Sy 
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可 见 ,右手 系 中 的 矢量 关系 经 过 一 个 非 正当 转动 后 ,就 成 为 左手 系 
中 的 天 量 关 系 . 


$3.1.4 = Фй) РЕ 


当 全 部 正当 转动 与 非 正 当 转 动 一 起 构成 一 个 群 ,这 个 群 就 称 
为 三 维 空间 中 的 正 交 群 , 亦 称 三 维 转动 反 演 群 ,以 O(3) 来 标记 . 
正当 转动 群 SO (3) 群 亦 称 三 维 完全 转动 群 .显然 , SO (3 ) E AÉ 
O(3) 群 的 子 群 ,而 且 是 个 不 变 子 群 . 

反 演 了 与 单位 元 EE 可 组 成 群 .因为 P = E, 4 BE E — И 
非 正 当 转 动 群 , 它 也 是 O (3) J — T f , Н É — + Л £ + 
群 , 以 Ci 来 标记 .由 于 工 可 与 任何 正当 转动 对 忽 , T jÉ 


O(3) = SO(3)@ C. (3.1 — 49) 


这 样 ,就 可 以 从 SO(3) 群 及 C 群 的 不 可 约 表示 得 到 O(3) 群 的 不 
ШЕЕ Ж Ж 


$3.2 完全 转动 群 SO (3) 的 不 可 约 表 示 


函数 变换 算 符 PR (1) 与 转动 R(z,9) 相 应 的 算 从 P. ,. R 
们 首先 求 出 与 转动 ЕК(«,80)5Н S P f Р, ag ЖР 89 是 无 限 小 


的 角度 .以 z 轴 的 方向 余弦 1 人 =w=0 及 =1 代 入 式 (3.1-39) 
中 ,得 民 (z,39) 的 转动 矩阵 为 

1 -80 0 

0 0 1 


(3.2-1) 
上 式 利 用 了 69 eA; ER ¿> E BJ PEP , BH A ,cos80 守 1 ,sin80 守 60. 
由 于 [R(z,80)] !=R(z, 一 80), 所 以 ， 
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cos —smó0 0 
sin60 cosof 0 
0 () L 


R(x ,ó0) = 


1 60 0 
Ra 1 ° (3.2-2) 
0 0 1 


将 P. je 作 用 于 任意 函数 VCr) 上 ,根据 式 (2.4-6) ,得 
Р, ólr)= (z +y90,y— х8@,=) 


= g(z,y,z)+ у80 SE- 298 50 


=|1---80(- DIEE yÈ) pes z) 


=|1- 4801, y(r) (3.2-3) 

AF L, 是 量子 力学 中 的 轨道 角 动 量 算 符 L 的 z 分 量 .由 上 式 得 
到 

P,.s0=1— 57-801. (3.2-4) 


令 0= N89, 其 中 NN 是 一 个 很 大 的 数 , 于 是 


p. = (Pag) = (1 TEL] =e Mi (3.2-5) 


(2) 与 转动 R(@m ,0) 相 应 
HRF Р.о. ЖФ о ЖЕЖ ` 
,К(о,0) А515 о 
转 过 98 角 的 转动 .图 3.2 示 出 
R(wo,0) 可 由 三 个 转动 来 完 
成 .首先 作 一 个 转动 ,使 o 轴 
与 z 轴 重 合 , 然 后 进行 绕 < 轴 
转 过 0 角 , 最 后 把 o 轴 转 回 原 
位 置 .这 三 个 转动 的 总 效果 就 
是 绕 о ЧЫ Ө 角 . 设 将 z 轴 图 3.2 
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转向 与 w 轴 重 合 的 转动 为 S$, 那 么 o 轴 转 向 与 z 轴 重 合 的 转动 就 
ES .于 是 ， 


R(@,06)= SR(z,0)S ` (3.2-6) 
相应 地 ， 
P, = PsP, Ps! (3.2-7) 


S 的 矩阵 应 将 (0,0,1) 变 为 (w; wyw) ВИ 


Wyr S 1 Dyy S 0 
w, |= S. S, S, ü (3.2-8) 
cz S, S, S,jL1 


由 此 可 得 :S,, = 0,,5,, = ау, See = o, Bl 
5ш = Wa HHR а= х,у, ғ (3.2 —9) 


S 矩阵 的 另外 六 个 元 有 一 定 的 任意 性 ， 
现在 ,将 式 (3.2 一 5) 代 入 式 (3.2 一 7) 中 ,得 


P. = Pse Wp = РА У ү| L) Ps 


п! 
= 5 Lf p- i Ps | 
< n! š k J ` 


1 
=Ë WIPPE 


(3.2 — 10) 


现在 来 求 PsL,.Ps-! 的 具体 形式 ,为 此 ,将 它 作 用 到 任意 函数 
ф\г) Е: 


FPLP glr) =--РУ].ф( Sr) 
= Р. (г xV )y Sr) (3.2—11) 


A "= Sr .因为 算 符 VY 与 失 量 一 样 变换 ,所 以 上 式 可 写成 
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TPL „Рз i g(r)= P (S r x SV’) aglr) 


(3.2 ~ 12) 
由 于 
S; Sa Sz |[ (r ху”), 
S (r xV )=|S; 551 Sr| (r xV), (3.2- 13) 
Sl Sa Saj) O xV ), 


因此 ， 
[S 1(r х) ], =S (r xV), + Sar x V), 
+ $ (т xV), 
= DSa (r xV), 
= SS (XV), (3.2 — 14) 
其 中 ,yz 将 式 (3.2_ 9) 代 人 上 起 得 
[S(r xV] = > wlr xV), (3.2-15) 
将 上 式 代 回 到 式 (3.2 一 12), 得 | 
PPLP glr) = Ps Уо, (97) 9077) 
= Р; ‘(г ХУ) (г) 


= Р.о (57 х SV )ф(5г) 
=e [S(S-1r)xS(S 1V)]0(r) 
=@:(r XV )9(r) (3.2— 16) 
由 上 式 得 
TPIP i= o: (r xV) 
或 
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Pl Psi = (7х9) =} (3.2 - 17) 
将 式 (3.2 一 17) 代 回 到 式 (3.2 一 10), 邑 得 
P, ,=e- Mel (3.2 - 18) 
完全 转动 群 的 不 可 约 表 示 全 部 正当 转动 R(w ,06) 组 成 了 完 
全 转动 群 SO(3) 群 .这 个 群 是 一 个 无 限 的 连续 群 ,是 用 来 描述 球 
对 称 系统 转 动 特性 的 群 .由 于 群 中 的 元 总 可 以 使 任 两 个 转轴 @w 及 
o 重合 ,所 以 ,转角 相同 的 一 切 转动 都 成 一 类 ,这样 ,SO0(3) 群 就 有 
无 限 多 个 类 ,因而 有 无 限 多 个 不 可 约 表 示 . 在 这 里 ,我 们 采用 两 种 
方法 来 求 SO(3) 群 的 不 可 约 表示 . 
(1) WER AA YP (0, wp) 作为 不 可 约 表 示 的 基 哨 数 . 球 谐 函 
数 Y”(9,g) 是 角 动 量 平方 算 符 L’ 的 本 征 范 数 ， 
Ї.2Ү"(0,ф) = 1(1 +1) ?2Ү(0,Ф) (3.2— 19) 
ЖЕЕ 1,m= 1, 1+1, 6,1-1,1, Т, F PS А 8 
并 度 是 21+1. 在 量子 力学 中 已 知 角 动 量 算 符 上 512 对 易 , 即 
[L ,L2]=0 (3.2 — 20) 
式 (3.2 一 18) 给 出 ,Po =e i 上 ,可见 ,P。 55 L2 对 易 8 
[Р,.0,1.2) = 0,3 Р,  L2=L P, | (3.2~21) 
以 P。, 作 用 于 式 (3.2- 19) 的 两 边 ,得 
Po oL Ү”"(0,ф)=1(1+1)Һ?°Р„ aY (0, ge) 
利用 式 (3.2 -21), 上 式 变 成 
L P I. Yn(0,e6)=1(1+1)k'P, 6" (0,Фф) (3.2 ~ 22) 
式 (3.2-22) 表 明 ,函数 P, YF (0, p) EBERT L 2 的 本 征 值 为 


(1+1) KR BJ A iL PR 3k. СОЖ /一 定时 的 本 征 函 数 只 有 2l+ 1 个 ， 
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所 以 X S EMER P, YF 40,p) 必 然 是 原来 的 21 + 1 个 本 
征 图 数 的 续 性 登 加 , 即 
Р. oYr”(0,9)= D D'(w,0) nn Yr (0,9) (3.2— 23) 


И m й-/[,—-{+1,,0,,4{—1,{,521+141{&@. (3.2 - 
23) 表 明 ‚21+ 115 АЖ Yr (0,p) 形 成 了 SO(3) 群 的 一 个 21 
+ 1 维 的 表示 的 基 哨 数 .而 且 是 不 可 约 表示 的 基 肾 数 , 因 为 全 部 2 1 
+1 个 函数 都 包含 在 变换 式 中 .这 样 求 得 的 不 可 约 表 示 , 显 然 都 是 
奇数 维 的 表示 .而 对 于 偶数 维 的 表示 , 则 不 能 从 这 个 方法 中 求 出 . 

特征 标 是 类 的 函数 ,而 绕 任意 轴 转 相同 角度 的 操作 属 同一 类 ， 
因此 ,特征 标 是 转角 的 沙 数 ,只 要 找 出 这 一 类 中 一 个 特殊 元 的 表示 
和 矩阵 ,就 可 以 求 出 这 一 类 的 特征 标 ,我们 当然 以 取 绕 z H ea U ИЖ 
为 方便 .由 于 


R(z,a)(0,9)= (0,9+a) (3.2— 24) 
所 以 ， 
[R(z,a)] '(0,9)=(0,9—a) (3.2—25) 
我 们 又 知道 
Ү”(0,ф) = Pr (cos0)ei”9 (3.2 — 26) 
用 Р, .作用 于 土 式 ,得 


Р, „Ү”(0,ф) = Ү"(0,ф-а) 
= Р” (соѕ0 )eim49 a) 
= Үү"(0,ф)е '™ (3.2 27) 
与 式 (3.2- 23) ШЕ, 8 #J R BJ РЕ D (х,а), „№ 
Р (х,а), „= е8, (3.228) 
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D'(z,a)= 1 


(3.2— 29) 
于 是 ,在 第 / 个 表示 中 ,转角 为 a 这 一 类 的 特征 标 X (a ) 为 


{ 2{ 
Y (a) — У e ime =e і“ У, (е! )” 
m = -1 п = () 


1021 + 
ек2 l)e _ 1 Е 


tra o, 
eit! а a ida 


-rup 


sin| l r> |а 
= (3.2 — 30) 


这 就 是 转角 为 a 的 类 的 特征 标 . 

以 不 同 1 的 球 谐 函 数 为 基 函 数 的 不 可 约 表 示 ,是 SO(3) 群 的 
全 部 21 +1 维 的 不 可 约 表 示 . 但 是 计算 起 来 比较 索 复 ,而 且 偶 数 维 
的 不 可 约 表示 还 不 能 用 此 法 算出 . 

(2) 用 欧 拉 角 表征 正当 转动 |. 

确定 一 个 正当 转动 需要 三 个 参量 ,这 三 个 参量 可 由 确定 转轴 
方向 的 两 个 参量 (方向 余弦 ) 及 转角 a 来 确定 .也 可 以 用 三 个 欧 拉 
角 a、B、Y 来 确定 . 欧 拉 角 a、B、Y 是 这 样 定 义 的 : 

坐标 系 Ozyz 是 固定 不 动 的 ,设想 男 有 一 可 转动 的 坐标 系 与 
转动 空间 固定 地 连 在 一 起 .在 开始 时 ,这 个 坐标 系 与 固定 坐标 系 
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Оху: 重合 .首先 绕 z 轴 转 动 a 角 , 可 转动 坐标 系 的 各 坐标 轴 以 
ry nz (z) 来 表示 (如 图 3.3). 然 后 绕 y 轴 转 动 8 角 ,其 和 名 轴 可 
表 为 x .y (y ). > .最 后 绕 > 轴 转 动 y 角 .可 转动 坐标 系 最 终 用 
Ory x 来 表示 .这 样 ,用 欧 拉 角 来 表示 的 任意 转动 梯 可 表 为 : 


图 3.3 欧 拉 角 a、8 及 Y 


К(а,В,У) = R(z ,У) (у ,PR(z,a) (3.231) 


但 是 ,这 种 表示 方法 不 很 方便 ,所 以 一 般 都 将 其 转化 为 对 固定 坐标 
ШШЕ 50, PD 75 М: 


К(о,В,у) = Р( х,а) К(у, В) (=,у) (3.2 - 32) 


RATETA A H ЗЕ Jú ( 2É ) BJ 8 АЕ ИЕ BH Еу ЕТЕ. IN 29 
转角 相同 的 转动 都 是 共 恩 的 ,所 以 ， 


R(y,B)=[R(z,a)] !R(y ,B)R(z,a) (3.2 一 33) 
R(z,y)=[R(z,a)] '[R(y ,B)] 'R(Z,y)R(y ,B)R(z,a) 


上 两 转动 连续 作用 , 即 得 
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R(y,B)R(z=,y)=L_R(z,a)] 'R(y ,8)R(z,a)[R(z,a)] ' 
[К(у,В8)] 'R(Z,y)R(y ,B)R(x ,e) 
=[R(z,a)] !R(Z,y)R(y ,B)R(z,a) 
(3.2 — 34) 
以 Е(=,а) F K BJ W 21 48 


R(z,Gz)R(y,B)R(z,y)=R(=,y)R(y ,B)R(z,a) 
(3.2 — 35) 
将 式 (3.2 一 35) 代 入 式 (3.2 一 31), 即 得 式 (3.2 一 32). 利 用 式 (3.1 
-39) 可 计算 出 R(z,a)、R(y,B) 及 R(z,7Y) 的 转动 窍 阵 , 并 代入 
式 (3.2 一 32) 中 ,得 


csa -sine 0] | со 8 0 singl [cosy -siny 0 
R(a,0,y)= |sina cose Ü Ü l 0 sny соу 0 


Ü 0 ll L-sing 0 cos8i L O Ü 1 
cosa cosBcosy ~ sinasin у — sin Yycosacosñ - sina соѕ У соза cosh 
= P соѕВсоѕУ + cosasiny — 51п Уѕ1пасоѕ + cosacosy sina w 
— cosysing sinĝsin y cosg 
(3.2 - 36) 
这 是 SO(3) 群 的 一 个 三 维 表示 ,其 特征 标 为 


Х(а, В, 7) = созасоз@созу — sinasiny — sinysinacos8 
+ соза соз + cosß 
= соѕ + cosa cosy(1 + соз) — ѕіпаѕіпу(1 + cosB) 
= соз + (1 + соз#)( соза созу -sinasiny ) 


= соз + (1 + соѕ8 )соѕ(а + y) (3.2 37) 


ЕЕ о 转 过 oo 角 的 转动 , 既 可 用 欧 拉 角 表 示 , 亦 可 用 转 
轴 的 方向 余弦 A、u wv 及 转角 9 来 表示 . 两 种 形式 的 转动 抢 阵 的 行 
列 式 都 是 +1, 欧 拉 角 a By Уллу 及 9 之 间 的 关系 为 ， 
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В. а-у 
sin —sin 
+ 
cos £ = cos £ cos © M А = – 2 
2 2 2 Ф 
sin 
2 
+ 
sin Ë cos а 2 y cos Ë sin — 
и=——©—©^—_ y, = — t (3.2 — 38) 
sin $ sin > 


HERAA RAR E 314 F SJ LA Ja , Ty B| ER H РЫ Ж Ж ЖЕРЫ ЖК, ЯН = 
(3.2 一 23) 求 SO(3) 群 的 第 / 个 不 可 约 表 示 . 所 不 同 的 是 , 式 中 的 
Р... Рр. р.у) = Paa P, a Ps,y 来 代替 ,而 球 谐 函数 则 表 为 


YP(r) 的 形式 (因为 任何 球 谐 函 数 都 可 写成 王 六 的 多 项 式 线性 


вО, Еф m+ n+ p=/). 不 过 ,计算 过 程 是 十 分 繁复 
的 . 


53.3 二 维 么 模 么 正 群 SU(2)!3J 


一 维 么 模 么 正 矩阵 u ени | 。 “| ,满足 


(1) 'и=1, I 是 单位 矩阵 (3.3-1) 
(2) detu =1 (3.3-2) 
MU PK IEEE & 为 二 维 么 模 么 正 矩 阵 . 由 式 (3.3-1) 及 (3.3-2) 知 u 
的 定 阵 元 有 如 下 关系 : 
а= d° b = - е aa +bb*=1 (3.3-3) 
TE, 
a b 
а=". "| (3.3-4) 
其 中 aa + 66” =1. 0R ALERE u 的 独立 参量 只 有 三 个 . 
满足 上 面 要 求 的 2 x 2 EBE H IR BE. 因为， 
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(1) EWH RH ЖЛ A Z EE Е, УТ 的 矩阵 
Ж#Н Ж ITIR 54 1,58 AW E К. 


1 0 
(2) 存在 单位 元 ,| ， | 是 个 二 维 的 么 模 么 正 扼 阵 - 


(3) FEX. AA detu + 0,и 为 非 奇 异 和 矩阵 ,所 以 , В 
阵 总 是 存在 的 . 

(4) 矩阵 之 间 的 相 乘 ,就 是 群 乘 ,满足 绪 合 和 

因此 ,所 有 的 2x2 么 模 么 正 矩 阵 组 成 群 ,这 个 群 就 称 为 二 维 
么 模 么 正 群 SU(2). 

二 维 么 模 么 正 群 与 完全 转动 群 二 维 么 模 么 正 群 的 每 个 群 元 
都 由 三 个 独立 的 参量 决定 ,三 维 空 间 的 完全 转动 群 的 每 个 群 元 也 
是 用 三 个 独立 的 参数 来 决定 ,它们 之 间 是 否 存 在 着 一 定 的 对 应 关 
系 呢 ? 

(1) h E 

(a) h 矩阵 的 引入 . ”二 维和 矩阵 有 ЖУА HEEE, 
E EWR Н ЛЕБ ЕП RAER 6 ЖЖ xz、y、z. 已 知 泡 利 自 
ОЖ ВЕ 


;=| а ri] af "6329 
x“ l ol > li od l -1 i 


-| z 9 (3.3-6) 
由 于 z.y.z 是 实数 ,所 以 及 = 大, 即 玫 是 龙 米 矩阵 .由 上 式 得 


Ау thi _ hx А 
* 2 , > 25° 
(b) H —# ZË: ERRA u РЕ, h fE Z ЈЕЛ, 
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z=h = — h, (3.3—7) 


Bp 


h' = uhu 1 | Se У = ç (3.3-8) 
x tiy 一 之 
由 式 (3.3 一 4) 知 
* 一 
11-15, | (3.3—9) 
a 


#(3.3—4),(3.3-6)ЖҖ(3.3-9){К Ад (3.3—8),1# 


w=] a b || z bl | 

—b* a 4\т+1у — z b * а 
(ab* +a*b)x—ilab*-a*b)y+(aa*-bbř)z 
(а2– b2)z —i(a°+ Б?) у – 2abz 
(а* -b )х+ї(а* +b” )y-2a "b" z 
—(a*b+ab"*)z-—i(a*b-ab')y-(a*a- b b)z 


hi h 
-| ! "| (3.310) 
h 2) h >> 
由 上 和 式 解 得 
> hath ‚2 ‚2 : . 
x = 010-902 ata – р? – р )2+5(-а?+а | 


-b?+b* )y-(ab+a"b*)z 
‚Вор Ар i 2 x 2 x 2 2 l. ° < ° 
=H L (a — +> (a? + 

z; zla a +b Б) х 24а а 
2 
+b2+b" )ytila*b* -ab)z 
z == А = (а Б+арБ`)х+іба* В-ар" )у 
+ (аа — ББ") = 
(3.3— 11) 
H Je sJ Е ЕЕ h OS h ААА ЕЖ и, А 
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存在 着 一 个 3x3 EBE R(w) 使 r(xzx,y,z) 变 换 成 r(x ,y， 
2), г = R(wj)r. 由 式 (3.3 一 11) 求 得 R(w) 为 


2 2 l 2 ? 
> (+a -b —b* ) (a + —b* )-(a'"b"*+ab) 


R(u)= а, L (ta +P +b) Ка Б —аЬ) 
a Б+ар” ар-ар) (аа —bb`) 
(3.3 — 12) 


(2) В (и) Н) 
(а) В (u) j % B ВЕ. X (3.3 - 11) У н; = 
> [R(u)];r ‚Жр > R r(i,j 二 1,2,3) 分 别 代 表 xz 、y 、z 及 


zyz, НҒ r; Ж ғ, 均 为 实数 ,所 以 ,[ R(w)j; 必 为 实数 ,因此 
R(u)A T 3 ВЕ. 
(b) R(w) 是 转动 矩阵 . H J Z ЕРЮ ТАЛ EE BJ 47 2) zÑ , 
所 以 
deth = detu *deth · деги! = deth (3.3—13) 


由 式 43.3-6) 及 (3.3-8) ,得 


deth = — 22 — (z +iy)(z —iy)= —(х^+ y° + z?) 
deth' = – (x t y + z”) 
得 
rety tz r + y” + xz” (3.3—14) 


所 以 及 (zz) 是 保 长 变换 ,因而 也 是 保 角 变换 的 变换 和 矩阵, 因此， 
К(и) $Ç SJ E EE 

(с) detR(u)=1 

式 (3.1 一 18) 表 明 ,转动 矩阵 的 行列 式 只 能 取 + s — 1. X Ë 
所 有 的 转动 矩阵 Ru), п H J EBE ú 的 参量 (a ,5b) 连 续 变 化 
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而 得 到 .参量 为 (1,0) 的 w= I0, 是 单位 矩阵 ,而 R (Io) 18 Së Ж 
换 ,其 行列 式 为 +1. 由 于 (a ,5b) 是 连续 变化 的 ,所 以 ,R(U) 的 行列 
式 就 不 可 能 从 +1 突然 跳 到 一 1, 这 样 ,对 于 所 有 参量 (a ,6 ),det 
R (wu) 只 能 保持 为 +1. 可 见 ,R(w) 代 表 三 维 空间 的 正当 转动 . 

(d) 例 

例 一 ”选择 u EX A JER 


取 a = e 总 , 则 有 


| g 0 
е 2 
и (а) = | А 
() e2 


这 是 一 个 么 模 叉 正和 窍 阵 .对 应 于 wi(a) 存 在 着 一 个 R (a) Ж Е, R 
体形 式 为 


соза — sina 0 
sina cosa 0 


0 0 1 


R (a) = 


显然 ,这 就 是 绕 z 轴 转 动 w ШНЕК 3 BEER(z,ea). n] W, X T 
一 个 对 角 的 二 维 么 模 么 正 矩 阵 , 存 在 着 一 个 绕 x 轴 的 转动 矩阵 
R(z,a). 

HZ 奉 选 择 一 个 实 矩 阵 


cos 5 -sin 5 
и›\ 8) 一 
sin 5, cos 5 


可 以 验证 u2(B) 亦 是 一 个 么 模 么 正和 矩阵 . 它 对 户 着 一 个 R(B), 其 
表示 式 为 
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cosg 0 sng 
eo] 5 1 Д 


-sinf 0 cos 


这 是 绕 у 轴 转 动 8 角 的 转动 矩阵 .可 见 , 实 的 二 维 么 模 么 正 矩 阵 对 
(3) SU(2) 群 与 SO(3) 群 同 态 
千 用 欧 拉 角 来 表示 正当 转动 ,由 式 (3.2 一 32) 得 
К(а, В,У) = R(z,a) К(у,8) Е(=,7) 
由 上 面 两 例 可 知 ,对 任意 转动 К (а, B, yY) p ff #E— 4 — # Z I Z 
ТЕЖ Ё и(а ‚2,7, В. 


и(а, В, У) = и, (а)и,(В)и, (Уу) 


е^ соз -e` Ё 
= I | (3.3—15) 
e 3 sin £ e T cos 5, 


А, AERE h ERST, TER E #E B B Jú УЗЕ 
全 转动 群 的 群 元 之 间 存 在 着 对 应 的 关系 .具体 地 说 , 当 ићи = 
六 时 ,相应 地 存在 着 R(u)r= r ,从 而 确立 起 и 与 R(w) 的 对 应 
关系 的 .但 是 ,( 一 ww)h( 一 ww =k, IRS R(u)r= r 相应 .这 表 
u 5 — u 同时 与 R(w) 相 对 应 ,这 是 2 对 1 的 对 应 关系 .出 现 这 
样 的 对 应 关系 的 原因 在 于 :在 几何 学 上 认为 绕 某 轴 转 动 a 角 与 转 
动 a+2x 角 是 一 样 的 ,但 对 于 二 维 么 模 么 正 祭 阵 则 不 同 了 ,如 绕 > 
轴 的 转动 有 


R(z,a)= R(x,a + 2m) 


_ Í а + 2x) 
e 2 Ü 
иу (а + 2х) = (а +2) 
() e 2 
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| () – e 2 

这 表明 ,R(a,B,7) 及 R(a+2x,B,7) 在 SO(3) 群 是 相同 的 

元 ,但 却 对 应 着 SU(2) 群 的 两 个 不 同 的 元 (一 个 是 男 一 个 的 负 
值 ), 所 以 SU(2) 与 SO(3) 是 2 对 1 的 同 态 关系 . 


= — ula) (3.3— 16) 


53.4 SU(2) 群 的 不 可 约 表 示 


R SU(2) 群 的 表示 9] SU(2) 群 是 一 个 由 二 维 么 模 和 正气 
阵 所 组 成 的 群 ,显然 , 它 本 身 就 是 群 的 一 个 表示 .我 们 取 这 二 维 表 
示 的 基 为 上 、.&,. 它 们 在 SUL(L2) 群 的 群 元 作用 下 变 为 1、 上 <，. 即 


е' = рё, = 2, Eu; (3.4-1) 
将 式 (3.3 一 4) 代 人 上 式 , 并 将 它 完全 写 出 来 ,得 


a b 
CA * | 
— b a 


= | аё - b* ë,,b8, + a " Е, | (3.4-2) 

为 能 求 得 SU (2) 群 的 其 它 表 示 ,我 们 选取 2.2, 的 齐 次 单项 式 作 
为 SU(2) 群 各 表示 的 基 哨 数 ,例如 : 

= RAAL 

ЯЕ: 27, ETE, E E3, 55 

п+1:;:&,&1 e, E 285. 8135 1, 25 (3.4 — 3) 
ИП ЖАНУ — JE K 21 28%. 8 í hok 48 т B. A Z EHH 
能 与 完全 转动 群 相 联 系 ,我 们 加 入 一 个 因子 ,并 将 齐 次 单项 式 的 知 
指数 改 与 为 
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n = 2), а=]-— т 


其 中 w=1,2,… 是 正 整 数 ， 1-2" 1, 了 了 ,2,…, 且 对 于 每 一 个 j,m 
的 取 值 为 :m = ~j, 一 j+1,…,j 一 1,j. 这 样 , 基 范 数 的 一 般 形式 


就 是 

gj "С" 
м (+ m)! (ут)! 
7 是 表示 的 编号 ,第 ; 个 表示 是 2; +1 Е, B. 2; + 1 Хра B: 


线性 无 关 的 .我 们 希望 通过 一 次 计算 把 SU(2) 群 的 各 维 表 示 一 起 
算出 来 ,所 以 不 限定 у 的 具体 数值 .根据 式 (2.4 一 8), 有 


fili) = (3.4-4) 


P.f2 (E, 6) = DSi CE ED (и), (3.4-5) 
为 一 方面 ， 


(a&,— b" EV "(Б ta 8) ” 
мМ (jtm)! (j—m)! 
(3.4-6) 


Pfi(é1,€2)= fACE E) = 


利用 二 项 式 定 理 
(т+у)"= D геу ry (34-7) 
式 (3.,4 一 6) 可 表 为 
(-b* é + а) "(а & + b& y” 
М (jtm)! (у= т)! 


- 1 жт) (- 1 н 
(j+ О 2 Ыр ИЛ 


P.f (8. ,8,) = 


_— (j m)! _ Е omor 
P а = утса $2) Оба) 
- S5 St CD VG 0 m) 
— — r! (ътт) r'! (j -m- r°)! 
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tm ra tr m r sr rr рут (3.4-8) 
令 m =j-r-r, TE E KE Ñ 
P,fi(é,,é,) 


-S S OIN б-т) 
r=0 nar! (j+m—r)! (j= r —m )! (к= т + т)! 
а "рта трт ттт ej m 
jtm 

E 2, 2) r! (Jtm-—r)! G-r-m)! (ке m+ m)! 


“а?” rr a ti rC трт ~ mtr 7 (£, ê) (3.4-9) 


М: 
н 
"t 


其 中 ， 


врт gdm 
“(у+ т)! (j-m)! 


将 式 (3.4 一 9) 右 边 的 求 和 次 序 对 调 ,得 


fi (E 8.) = (3.4 10) 


> > 一 之 
r =Ü m = рғ m = j r=0 
陈 (3.4-9) 就 可 写成 
P,f; C Ers ё) 
ú э ат (—1)” 
у Ас 


©4444 r! tm) екет)! (r - m+ m°)! 
ra r ra r mam mir. (e, E) (3.4 — 11) 


将 式 (3.4 一 11) 与 式 (3.4 一 $5) 相 比 , 即 得 SUDRE ; + Жл 
阵 的 矩阵 元 为 


Diu), = S ORV Gtm)! Gom)! (+ m)! (G = m)! 
"omo 44 r! Gtmo-r)! (бекет) (r - m+ m)! 
а" Tba% r туз тт (3.4— 12) 
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_ 1 | | | . 
Е —J, J+l, ,7—1,7. 


求 和 遍及 所 有 使 分 母 为 有 限 值 的 那些 > 值 , 即 220 ,+2 m — 
т") + т иј m .例如 , 当 m =; BF, RE н = 0 这 一 项 
的 分 母 是 有 限 的 {因为 n! =Г(л+1),ТЬ, А ж ЖО И ЖЕ А. 
限 的 ). 根 据 式 (3.4 一 12), 得 


ер, 
Dn (укту! От "Р 


又 如 当 w= 一 j 时 ,从 (j+m 一 +)! =(- r)! 推 知 , 仅 当 +=0 
时 ,分 母 才 能 有 限 ,于 是 ， 


. _ 0701 
D (Wm,-;- G +m)! (I—-m )! 


现在 计算 j=0,j = 了 及 j=1 等 数值 时 的 SU(2) 群 的 表示 条 
Ж. | 

(1) j=0,m=0,r=0,D"(u)= I, REFER. 

(2) j= m HR, - 方 两 个 值 ， 


a “i mt m 


根据 式 (3.4- 12) ,可 以 得 到 ， 


m= - 广 时 ， y =, D3(u)1,1=4 
т= – т" = аф, е0, р (и) 1=& 
2° 2 7? 2' 2 
m = > m” = і >, =] ‚р?(и)- 1,1= -6b 
ИЕ 一 了 时 ,r=0， D:(u)_ -15a 


于 是 ， 
b 
рї(шу=' É ‚|=и 
一 维 表示 矩阵 р?(и)ЖЖ—Ж АЖ Z IF Жи Ж. 


G)j=1,m=1,fi= zé 


т 一 0, fò = “ч 


1 а? 2. а& р? 
0 ар” аа — bb” N2a* b 
—1 р”? —/2а* Ь* д’? 


表示 的 性 质 (1) 以 f (8), 6; ) ЖЖАЖО Жл Jë Z IE Ж 


и ШЯ:#Ж Б S T ЕЛЖ НАЕ BB H ИЕ BJ 
р.у PI 09.419) 
成 立 , 则 ри) АЕ, | 
Ж fj 的 平方 和 
al; 2512) (3.4 — 14) 
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上 式 已 经 利用 了 二 项 式 定 理 式 (3.4 一 7). 由 于 & Ж & Æ SU (2) 
群 的 二 维 么 正 表 示 的 基 函 数 , 所 以 有 


P (1512 12,12) = [012+ 12,2. 
以 P 作用 于 式 (3.4 -14) 的 两 边 ,得 


Р, >) Ж = ghg Pal El? el 


= озуне 1602 = D AN 
这 就 是 式 (3.4- 13) ,所 以 ,Di(z) 是 么 正 表 示 . 

(2) 表示 Di(w) 是 不 可 约 表示 . X T H A AEIR В| ЖЖ. 
即 设 有 一 矩阵 M 与 全 部 (uw) 对 易 , 而 矩阵 M 只 能 是 一 个 单位 
拭 隆 的 常数 倍 .下 面 分 两 步 来 证 明 

(а) M ETHAEE. 


НИИ b=b*=0,]a|=1. Tit a =e?, 这 是 
— 3 Z 38 Z EF EE ,所 以 是 SU(2) 群 的 元 ,其 表示 矩阵 为 р 


(ei2 ,0) ,根据 求 表示 矩阵 元 的 公式 ,要 使 Di (e2 ,0),，, 为 非 零 矩 
阵 元 , 则 只 能 有 r=0 及 j-m-r=m -m=0, 即 只 存在 对 角 元 


D (ei2 ,0),„,„ = em (3.4— 15) 
КЖ M 与 SU(2) 群 的 全 部 表示 对 易 , 那 么 也 必 与 矩阵 


D (е2 ,人 0) 对 吻 . | 

从 MD (е2 ,0)= D (е2 ,0)М 及 上 式 得 

M (ea еї") = 0) 

Мт * m 时 ,要 使 上 式 成 立 , 则 必 有 Mpm = 0. 
当 m = m 时 , Mnn = Mpa + 0. 
ми, МЯ E T XF Ж ВЕ. 

(b) M 是 单位 矩阵 的 常数 售 . 
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现在 考虑 5 = 0 ñ) — 2 Bj Z 8 Z Ж EE u, Хк |ë 
D (u ))Kw Б M 对 易 ,由 于 这 时 Р (wn) 不 是 对 角 的 ,而 M 是 对 角 
的 ,所 以 ,从 MD (и) = D (u)M 中 得 


MD Си) = Р: (и) М, 
或 

Di U) Mm = М) = 0 
由 于 Don (и) ж О, И F z ЛИ ВЖ j AE 

| M mm = Mpm’ 
这 表明 M 不 仅 是 对 角 的 ,而 且 是 单位 和 矩阵 的 常数 倍 . A FE ,就 证 
明了 表示 D (wu) 是 不 可 约 表示 .由 于 ; EAH, D (u) ЕЛА 
同 , 所 以 ,对 于 每 一 个 7, 只 对 应 一 个 SU(2) 群 的 不 等 价 的 不 可 约 
KIR. 
(3) D (u) SU(2) 群 的 不 确实 表示 . — 3: Z ⁄ Z IF E EE u 

А-и 是 SU(2) 群 的 两 个 不 同 的 元 ,由 式 (3.4 一 12) 给 出 


Di(u)=(-1)2?D ( — u) (3.4 — 16) 


Joh; ROSZ. 

x i RAA, D (u )= D ( — u) (3.4 — 17) 
这 时 ,SU(2) 和 群 的 两 个 不 同 的 元 都 对 应 于 同一 表示 矩阵 ,可 见 ， 
0 (и) Ж SU(2) 群 的 确实 表示 . 

当 ; 取 半 奇数 时 ,DD (и) = – р 0-и) (3.4— 18) 
ХЕ, р (и) У u 是 一 一 对 应 的 . 

还 可 以 证 明 , 所 求 得 的 表示 是 SU (2) 群 全 部 的 不 可 约 表示 . 
由 于 这 要 涉及 连续 群 的 特征 标 理论 ,在 此 不 作证 明 1. 

表示 D (u) ЕУ 首先 来 确定 SU (2) 群 类 的 结构 . 
SU(2) 群 的 元 是 么 模 么 正和 抢 阵 .其 本 征 值 方程 是 
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本 征 值 4 满足 方程 
À - (а+а* )А+1=0 
于 是 , 求 得 u 的 两 个 本 征 值 是 


À _ Btv -4 / 82-4 =Ë C v P 4 И 82-4 (3.4 19) 
1 2 2 2 ° 


式 中 pp=a+a 是 实数 . 

根据 aa + bb* =1 知 ,a 的 实 部 必 在 +1 与 -1 之 间 , 即 
-1 过 Re(a) 志 1, 所 以 -2 过 8<<2. 当 B=2 或 8= -2 时 ,A1= Àz. 
当 一 2 B<2 时 ,和 ЖА, УЯ Ж, Н (3.4-19) Я А, = 4; 及 


Алдо = 1, ШТА = 1А =. а 值 :cos 9-5, 
а LAUG А 
ып ж = (1- ч ,这 样 ,1 K 1， 就 可 表 为 : 

A1=exp[i | Ао =exp[ -i5 ) (3.4 —20) 
К - I<cos 2<1 及 0<sin —<1. H Jk£248 3 ,0< I <2x. 


2 2 
由 于 本 征 值 仅 取决 于 pa 的 实 部 Re(a) ,因此 ,所 有 具有 


相同 的 Re(a) 的 SU(2) 群 的 元 都 有 相同 的 本 征 值 ,因而 它们 是 彼 
此 共 二 的 .于 是 ,在 区 间 [0,2xj] 上 的 每 一 个 实 的 a 值 就 确定 了 
SU(2) 群 的 一 个 类 .而 同一 类 元 的 特征 标 是 相同 的 . 


№ и 中 的 a = exp [i+] # b= ОХЕ — + XJ A Ж Е 


а 
е 2 0 
. | 
-i8 
0 e 


(3.4- 15) ih , AR JE AF fE $ BJ E X , 49 
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,相应 的 表示 D (е2 ,0) 是 一 个 对 角 和 矩阵 ,对 角 元 由 式 


X (е2 ,0)= Ур (e2,0), „ 


| | l 
j snij t— а 
_ У, ima — 2 
— e 一 一 
т= =) sin а 
2 


式 中 7 了 可取 整数 久 半 整数 . 


(3.4—21) 


53.5 W Е 


MARRO! 既然 SO(3) 群 与 SU(2) 群 同 态 , 我 们 就 可 以 
用 SU(2) 群 的 不 可 约 表示 作为 SO({3) 群 的 不 可 约 表示 .就 是 说 ， 
对 于 一 个 任意 转动 R(a,B,Y)[ 其 矩阵 由 式 (3.2 一 36) 给 出 | 必 对 
应 存在 两 个 二 维 么 模 么 正和 矩阵 + и (а, В, y), Er ЖЕ u 由 式 
(3.3 一 15) 给 出 .将 式 (3.3 一 15) 与 式 (3.3 一 4) 相 比 , 得 


a = cos бетт, b= -sin Ée =” 
(3.5—1) 
a = cos fe 2 b = -sin Èe 2 


( 
— k! ((+т-Ё)! (j— kË — m)! (k – mtm)! 


. , . 2j+tm-m —2Ё m —т+2Ё 
келе 8) ы 8" U з 


这 就 是 SO(3) 群 的 第 ; 个 不 可 约 表 示 的 矩阵 元 公式 .由 上 式 可 直 


接 求 得 其 特征 标 X*(a,p,7). 但 是 ,这 样 做 既 麻 烦 又 没有 必要 .我 


们 利用 特征 标 是 类 的 函数 这 一 性 质 ,可 以 很 容易 将 求 出 来 . 
取 SU(2) 群 中 的 对 角 元 
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它 对 应 于 SO(3) 群 的 元 Ra,0,0). 由 于 绕 任 意 轴 转 过 a 角 的 转 
51806-57 R(a,0,0) 属 同一 类 ,所 以 , 式 (3.4 一 21) 就 给 出 了 SO (3) 
群 的 第 J 个 不 可 约 表示 的 特征 标 , 即 


i t a 
v2 (3.5-3) 
sinf | 

上 式 与 式 (3.2 一 30) 相 似 , 所 不 同 的 是 ,这 里 的 7 可 以 取 整 数 

及 半 整 数 ,而 在 式 (3.2- 30) 中 ,/ 只 能 取 整 数 . 
由 式 (3.4-16)、(3.4-17) 及 (3.4-18) 知 : 当 7 取 整数 时 ， 
Р (и) = Р. (-и). ВИ, К(а, 8,7) 虽 同时 对 应 着 两 个 二 维 么 模 
ДЕЯ + ak(a,p8,7y), 但 却 只 对 应 着 一 个 表示 和 矩阵 D (a 8,7); 
`á ; ШКЕ, НТР р (и) = —D (-u),Pr l К (а, В, y) 
ВЛАК +D (а, 8, y). Хх ел ЁК E SO (3) 
的 双 值 表示 . 双 值 表示 有 时 会 带 来 不 便 , 例 如 , 当 ) 取 半 整数 时 ， 


SO(3) 群 中 任 两 元 连 科 的 表示 矩阵 就 会 出 现 正 、 仙 号 不 确定 的 问 
题 . Вр 


D'(R)D(S)= + D' (RS) (3.5-4) 


为 了 避免 这 种 问题 的 出 现 , 可 将 SORRA K — f , tE 
每 一 个 元 Ra,8,7) 只 与 一 个 么 正和 矩阵 &(a,8,y) 对 应 .本章 第 3 
节 已 指出 ,SU(2) 与 SU(3) 的 2 对 1 的 同 态 关系 是 由 于 В(а, 6, 
у) = Е (а + 2x,B,Y) 引 起 的 .所 以 , 当 我 们 认为 R(a,B,7Y) 和 
R(a+2x,B,7Y) 是 两 个 不 同 的 元 时 ,每 一 个 转动 就 只 与 一 个 矩阵 
и 对 应 了 .具体 的 做 法 是 : 

(1) 定义 一 个 新 的 元 为 绕 某 轴 ( 例 如 + 轴 ) 转 2r 角 的 转 
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动 .单位 元 E = EE 是 绕 某 轴 转 过 4r 角 的 转动 . 

(2) 将 SO(3) 群 的 每 一 个 元 都 与 上 作 群 乘 ,得 到 g 个 新 群 
元 ,其 中 z 为 SO(3) 群 的 阶 . | 

(3) Ж g 个 新 群 元 与 SO(3) 群 原 有 的 g 个 群 元 放 在 一 起 ,可 
以 证 明 , 这 2g 个 群 元 组 成 一 个 群 ,这 个 群 称 作 SO(3) 群 的 双 群 
(《 亦 有 称 为 复 盖 群 的 ) , 记 作 SOP(3). 

显然 , 双 群 SO "(3) 的 群 元 数 为 SO(3) 群 的 两 倍 , 它 与 SU(2) 
群 同 构 , 因 此 ,不 论 1 取 整 数 还 是 半 整 数 ,表示 D (a , В, RER 
个 群 的 单 值 表示 .值得 指出 的 是 ,虽然 SO?(3) 群 包含 了 SO(3) 群 
的 全 部 群 元 ,但 SO (3) 群 却 不 是 SO (3) 群 的 子 群 . 因 为 在 
SO "(3) 群 的 群 乘 定 义 下 ,SO(3) 群 的 群 元 的 集合 不 具有 封闭 性 . 

旋 量 波 函 数 从 上 面 看 到 ,由 于 我 们 认为 R(a,B,Y) 和 
R(a+2x,B,7Y) 在 数学 上 是 不 同 的 ,从 而 导致 双 群 的 产生 ,那么 ， 
双 群 是 否 与 物理 系统 的 某 些 性 质 有 关 呢 ? 

在 量子 力学 中 已 经 知道 ,电子 具有 自 旋 角 动量 , 它 在 z 方向 
上 的 投影 只 有 土 无 /2 两 个 值 . 自 旋 角 动量 算 符 5 为 


а h ~ _ 
5= 6 (3.5-5) 


КР o = (go,,0,,0,), 它 满足 


c =l, о= х,у, ғ (3.5-6) 
$ 的 分 量 S,,S, 及 S, 的 对 易 关 系 与 轨道 角 动 量 的 相同 , 即 
[5„,5,]=1Һ5, (3.5-7) 


r.y.z 轮换 .在 讨论 单 电子 问题 时 ,系统 的 总 角 动 量 算 符 J л 
是 轨道 角 动 量 算 符 L 和 自 旋 角 动量 算 符 $ 的 矢量 和 , 即 


J=L +S (3.5-8) 
Ј 53 J, ЖАНАЕВ ЖК Yin 
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J pim = j (J + 1) k pim (3.5-9) 
J Pim — mh; (3.5 — 10) 
其 中 }=0,3-,1,9.2,-:т = -—],—)+1,7,)—1,). 
Pim E РНК R Ж, АЗА Fa T BJ v ш K AERA, Br 
|}, 
Pim = Pim TY Z, Szt) (3.5- 11) 
由 于 Š, 只 能 取 两 个 分 立 值 ,所 以 ,实际 上 ¿;, Н] 5 JÑ W 4 A Ж 


[zy (3.5— 12) 
` h 
oo (3.5- 13) 


由 式 (3.5 一 5) 知 , 自 旋 算 符 矩 阵 是 二 行 二 列 的 ,所 以 ,要求 波 

半数 是 二 行 一 列 的 矩阵, 这样 就 有 
h 

TERE [#2 


но 


фт 二 
кү 
TERES 2 ° | 


(3.5—14) 

当 发 生 一 个 任意 转动 R(w ,0) 时 ,假定 相应 的 Pg 为 
Po = e 0) (3.5- 15) 
Pea (т) = 2; Pim (r)D (e ,0),. „ (3.5-16) 


其 中 Dlo, Ө) Ж 52 2 $Ë 3) B BJ ЖОКЕ Е, р (7 ) 则 为 该 表示 
TES 
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现在 讨论 绕 z а 角 的 转动 .由 式 (3.5 一 15) 得 
Р, pn (r)=e р, (r) 
由 式 (3.5 一 10) ,上 式 变 为 
Р. р (r) ер (л) еті", (л) (3.5— 17) 
© а= 2п, 4 j 为 整数 时 ,m 亦 为 整数 , 则 从 上 式 得 到 


P. d  (r)=e T pmr) — Ym (r) (3.5 — 18) 


当 j 为 半 奇 数 时 ,m 亦 是 半 奇 数 , 令 m = ,是 奇数 ,于 是 ， 
Р. оф (к) =е T pmr) = = pmr) (3.5—19) 


式 (3.5 - 18) НА, УЖЕ НЕНИ ЖАН], Ж 8 26 5 — 
2те НЯ #i] Jt 3 BJ 1K 2 , ВТЕ, ЭИ BJ 08 РА 38 
是 -- 样 的 .但 当 j 为 半 奇 数 时 ,情况 就 不 同 了 . 式 (3.5 一 19) 表 明 ， 
经 过 2r 角 的 转动 后 ,系统 的 状态 并 不 回复 到 原来 的 状态 ,而 古老 
一 个 负 号 ,只 有 转动 4r 角 , 系 统 才 回复 到 原来 的 状态 .这 就 是 具有 
半 奇 数 自 旋 角 动量 的 粒子 的 旋 量 波 函 数 的 特性 .也 正 是 双 群 所 要 
描述 的 物理 特性 .因此 ,在 考虑 具有 半 奇 数 自 旋 的 系统 的 对 称 性 
时 ,必须 用 双 群 . 


>J i 


o , А _ d x X g 
l. WAE AA х=, = > Raz WA 7 2 R, 


дұ’ д, 
2. 利用 式 (3.1- 39) 分 别 算出 绕 туус В o 角 的 转动 矩阵 . 
3. К [ 111188 нй pt гта ET fa 0056 Е BE. 


1 


4. 试 证 明 垂 直 于 某 轴 的 面 上 的 镜 象 操作 的 并 矢 о 为 
"x = т — 2 uu 
其 中 ,wu 是 沿 该 轴 的 单位 矢量 ， 
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5. 试 以 /=1 的 球 谐 函 数 为 基 函 数 , 求 出 完全 转动 群 的 不 可 约 表 示 
D'(a,ß, y). 

6. K ;=1BW ,SU(2)8 J KN E EE D (и), ДД w(a,B8,7Y) 的 参数 代 
人 ,然后 将 结果 与 上 题 中 的 Di(a,B,Y) 相 比 . 

7. /二 整数 时 ,证 明 D'(0,0,Y) 是 对 角 和 矩阵 . 


1 
8. RRX? (a, B, MX (a, B, Y). 
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点 群 是 正 交 群 O(3) 的 离散 子 群 . 离散 群 G 是 指 这 个 群 对 三 
维 空间 中 的 任意 矢量 x 作用 后 ,得 到 点 集 


Сх=|у=Ах,АЄбС!| 


并 使 空间 的 每 一 个 有 界 子 集中 只 包含 这 个 点 集 的 有 限 个 点 .在 点 
群 的 全 部 正 交 变换 下 三 维 空间 至 少 有 一 点 是 不 动 的 ,所 以 ,点 群 不 
包括 平移 (等 距离 变换 ) ,点 群 是 有 限 的 离散 群 、 

如 果 一 个 系统 在 某 一 正 交 变换 下 不 变 ( 即 与 自身 重合 ) ,那么 
这 个 变换 就 是 系统 的 一 个 对 称 操作 .一 个 系统 拥有 的 对 称 操作 起 
多 ,表明 它 的 对 称 性 越 高 . 一 个 系统 的 全 部 对 称 操作 组 成 的 群 是 点 
群 , 称 为 这 个 系统 的 对 称 性 群 . 乍 看 起 来 ,点 群 好 像 会 有 很 多 ,其 实 
不 然 .下 面 就 来 找 出 全 部 可 能 的 点 群 ， 

正当 转动 点 群 ”由 于 正当 转动 与 非 正当 转动 是 一 一 对 应 的 ， 
所 以 可 先 从 正当 转动 出 发 , 找 出 全 部 可 能 的 正当 转动 点 群 ,然后 适 
当地 配 上 非 正当 转动 ,就 可 以 找到 全 部 可 能 的 点 群 ， 


正当 转动 点 群 的 群 元 都 是 一 些 绕 某 轴 转动 p = É ВЫЕ 

( 记 作 cn) ,而 且 同样 的 操作 连续 实行 m 次 的 话 ,系统 应 与 最 初 情 

况 一 样 , 即 сЕ. НН, т 是 大 于 等 于 1 的 整数 .相应 于 c, 的 转 

动 轴 则 称 为 m БЕЙ. 如 果 能 够 知道 在 三 维 空间 中 能 有 几 种 m Ж 
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轴 , ñ) H 26 о НЕ ш Be B ZB pÑ IE 4 FE 5) АЮ, BB Z, , E 
转动 点 群 的 数目 也 就 可 以 知道 了 .这 种 设想 可 以 用 下 面 的 方法 来 
实现 . 

以 坐标 原 操 为 球 心 画 一 个 单位 半径 的 球 .如 末 存 在 一 个 m E 
轴 的 话 ,那么 这 个 轴 就 必 与 球面 交 于 两 点 P 及 P'. 当 绕 这 m EA 
转动 时 ,球面 上 的 点 将 移 至 球面 上 的 其 它 位 置 ( 恕 从 Q 一 Q ) ,但 
P 与 P 却 保持 不 动 ,这 种 点 称 为 极点 . 寿 转 轴 是 一 个 m EA, Д1 
极点 就 称 为 т 重 极点 . 绕 m 度 轴 转 动 的 操作 是 cmo сы, сс = 
,这 些 操 作 构 成 了 一 个 循环 群 Can EERE G 的 一 个 子 群 .可 
见 子 群 С„ 的 每 个 群 元 都 保持 mx 重 极 点 P、P' 不 动 .如 果 点 群 G 
KEFR C, 本 身 ,那么 ,必然 存在 某 些 群 元 R.C G 而 不 属 C，. 
R, 也 是 一 个 转动 操作 ,其 作用 是 使 m 重 极点 从 PP 移动 到 Pi(P 移 
动 到 P') 处 ,P;(P',) 点 同样 也 是 m 重 极点 ,因为 К,А, 表示 
由 于 R, WEM, m 度 轴 PP' 移 至 Pp’, 转动 ф„ = “É fi Jš АЖ 
РР ЭРЕ РР 处. 可见 P.P” 轴 是 与 PP З т ЗСС, 
R c R; 39170), P (PWS PORREN m Ж. 
НЕС 中 的 操作 (如 R ,R2，…R,) 联 系 起 来 的 极点 的 集合 {P)， 
Р», ,了 ,| 称 为 一 个 极点 星 ,用 (mm ,yy) 来 标记 .其 中 m 是 转动 的 
度数 ,vy 是 极点 的 个 数 .PP 点 和 P 点 有 时 属于 同一 组 星 , 有 时 由 于 
群 中 没有 把 P ЖЕР 点 的 操作 而 分 属 不 同 的 星 .极点 星 中 的 极 
点 数 vy 就 是 点 群 G TE Cn 作 陪 集 分 解 时 陪 集 代 表 元 的 数目 . 
因为 陪 集 代 表 元 R,E G 不 属于 C ,可 将 极点 PEEP ФА 
G 还 包含 有 另外 的 mm В, G 亦 可 按 子 群 C。 的 陪 集 分 解 而 得 
到 另 -一 组 2 重 极 点 的 极点 星 (m v BARRA A 组 极点 星 ， 


则 共有 2, v(m 一 上 个 极点 .由 于 点 群 G 的 阶 为 g , 除 单位 元 外 ， 


(g 一 1) 个 群 元 中 的 每 一 个 都 有 两 个 极点 ,所 以 群 G 应 有 2(g 一 1) 
个 极点 .于 是 
` 162 · 


А 


D> v, (m,—-1)=2(g-1) (4.1-1) 


由 点 群 G 按 子 群 C， 的 陪 集 分 解 ， 
С=С +С, ++ В,С, 
得 
ут, = g (4.1-2) 
其 中 g 为 群 G 的 阶 , 将 上 式 代 入 式 (4.1 一 1), 即 得 


A 


> (1-а) 201-2 (4.1-3) 


= 1 


因为 除去 恒 等 操作 自身 组 成 群 Cl 外 ,g Бот, 都 应 是 大 于 2 
的 整数 ,所 以 , 式 (4.1 一 3) 和 右边 满足 不 等 式 


15201-2 )<2 (4.1-4) 
£ 
因此 , 式 (4.1 一 3) 的 左边 也 满足 不 等 式 


À 
1 00 (1-5 )<2 (4.1-5) 
i=1 r 


这 样 ,对 4 就 有 了 限制 ,其 体 分 析 表 明 À 只 能 取 2 和 3. 所 以 点 群 
只 能 有 两 组 或 三 组 极点 星 . 现 在 分 别 讨论 À 取 不 同 值 时 ,极点 是 
内 可 能 的 极点 数 . 

(1) A=2 时 , 式 (4.1 一 3) 可 写成 


Bp 


将 mi, = g 代入 上 式 , 得 

vı + y2=2 (4.1-7) 
由 于 ууу; 都 是 正 整数 ,它们 满足 上 式 的 唯一 可 能 是 

у= 01 (4.1-8) 


Ж р= n2>2,HK(4.1-—2)%&K04.1-8) m = т=п. РЖ 
们 得 到 两 个 极点 星 :(n,1) 及 (n,1). 这 两 个 星 都 只 包含 一 个 nn 重 
极点 ,所 以 分 别 对 应 于 极点 己 及 已 .含有 这 两 个 极点 星 的 群 就 是 
循环 群 С,. 

(2) =3 时 ,去 (4.1-3) 可 写成 


t, dł, l} (4.1 —9) 


M | 71 2 тз g 
令 m «т, «тз, т, 的 值 只 能 取 2, 和 否则 上 式 中 的 ç 将 成 为 
无 限 或 为 负 值 . 例如 ,mi =3, 则 ms = тз =3. 这 就 得 到 二 А 


у =1+ = LIT ,此 式 成 立 的 条 件 是 go ,但 对 于 点 群 ， 
g 只 能 是 有 限 的 .mm, = 4 将 为 负数 5 m, 二 2, 则 有 


1 1 1 2 


-am f = — 


Ma m3 2 


二 (4.1 — 10) 
5 
т. 不 能 大 于 4, 否则 g 又 将 成 为 负数 ,因此 m 只 能 取 2.3 两 个 
值 . 
1 2 | 
m2 二 2, 上 式 成 为 一 -= 二 .所 以 ， 
M3 В 
g=2m3 (4.1 — 11) 


ДХ m3 二 n 之 2, 于 是 ， 


g =2n (4.1 — 12) 
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因为 m s m=2 É туу = my: =g=2n, B PA 
ү Vo — П (4.1 — 13) 
У Е mz =n, тзуз = пыз = 2п, И 


уз = 2 (4.1 —14) 
于 是 ,我们 得 到 这 种 情况 下 的 三 个 极点 星 : 
(2,п),(2,п),(лп,2) 
这 种 群 有 两 个 n ERKA 2n 个 2 重 极点 ,分 属于 两 个 极点 星 . 
这 种 群 称 为 0, Ж. 
т. = 3,H#H K(4.1- 10) 得 


B]J| l 2 (4.1 — 15) 
ту 6 5 


满足 此 式 的 m, 不 能 等 于 或 大 于 6, 因 而 m, 只 能 取 3,4,5. 

Ж тз = 3, K (4.1 - 15)8 z = 12.0 H m = 2 Ж туу = 
12,18 уу =6; т, =3 № miv = 12,4% v. =4;m;=3 Ë тз; = 12, 
得 у, =4. HERS 12 阶 的 群 , 共 有 三 个 极点 星 (2,6),(3,4),(3， 

4). 即 这 个 群 有 三 个 2 度 轴 及 四 个 3 度 轴 , 这 个 群 称 为 工 群 . 

取 xz3s=4, 得 g=24 及 三 个 极点 星 (2,12),(3,8) 和 (4,6). 这 
个 群 称 为 O R. 

Ж m,=5 ,得 g=60 及 三 个 极点 星 (2,30),(3,20) 和 (5,12). 
ХЕК У Р. 

K 4.1 Z| H, Y EH 1E М 5 АНУ 2: P n] BË BJ za BE , x B RE Ж 
是 有 限 群 . 

点 群 的 种 类 表 4.1 列 出 了 全 部 正当 转动 点 群 ,这 些 群 亦 称 
第 一 类 点 群 . 若 加 上 非 正当 转动 , 则 群 中 每 个 元 R 就 构成 一 个 新 
群 元 ch 民 或 琢 ( 二 者 之 中 取 其 一 ) ,这 种 群 元 数 为 相应 的 正当 转动 
点 群 群 元 数 的 两 倍 , 这 些 群 就 是 CD Th OLM PL RERA 
非 正当 转动 的 群 称 为 第 二 类 点 群 .第 一 类 点 群 和 第 二 类 点 群 就 构 
成 了 全 部 点 群 . 
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表 4.1 全 部 可 能 的 正当 转动 点 群 


转动 的 种 类 和 数目 群 名 


TD [ы шея 
二 面体 群 D. 
nn 
= DD aT 
soj kK 2,303.20) 15с,,10с3,6с; 二 十 面体 群 P 


由 于 晶体 具有 平移 不 变性 ， 所 以 ,转角 р = 所 要 受到 严格 的 


限制 ,以 后 将 证 明 ,n 只 能 取 1,2,3,4 及 6 等 值 . E Ji ñ Ж 
ERA 32 F. 


多 原子 分 子 亦 可 以 具有 赣 体 点 , 
群 的 对 称 性 .但 分 子 不 具有 平移 对 称 A 
性 ,所 以 ,还 可 具有 晶体 点 群 以 外 的 ”oA4 А 
对 称 性 群 . 如 可 具有 5S 度 转轴 及 n в 
K E H AR X; IR КАЕ, FE: rh z W | 
ЈЕ F ТЯ 282 дА ?. А А В 
(1) С.Ж Ce 线性 分 子 如 
LiH、NH Ж CO 等 ,都 具有 以 原子 联 A 
线 为 轴 的 完全 转动 对 称 性 ,以 群 С. 3 (b) ‘©) 
来 标记 . (а) 类 分 子 为 H, ,О,,СЬ 等 


当 一 个 系统 具有 轴 转 动 对 称 性 RATA 00 
时 ,也 必 同 时 具有 o, 的 对 称 性 . a。 2 е 
表示 包含 转轴 的 垂直 镜面 上 的 反射 ， | 
包含 了 轴 转 动 及 垂直 镜面 的 群 用 C, 来 标记 . 
(2) Don 如 图 4.1 所 示 的 几 种 线性 分 子 , A、B 表示 不 同 的 
原子 ,而 且 距 离 AB = ВА. 显然 这 些 分 子 除 了 具有 以 原子 联 线 为 
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外 的 转动 对 称 性 及 cv 外 ,还 具有 垂直 于 转轴 的 水 平 镜 面 反 射 on 
的 对 称 性 以 及 垂直 原子 联 线 的 二 度 转 动 c ,这 种 分 子 点 群 用 D, 
来 标记 . 


$4.2 晶体 点 群 的 对 称 操作 及 对 称 元 素 


对 称 操作 ”晶体 点 群 所 包含 的 对 称 操 作 就 是 正当 转动 与 非 正 
当 转 动 ,通常 用 下 述 四 种 操作 表示 出 来 : 

(1) 绕 过 原点 的 轴 转 动 = 2 , 记 作 с, ДИН n R 1,2,3,4 
及 6 五 个 值 .cx =E. 

(2) 在 包含 了 原点 的 平面 上 的 镜面 反射 , 记 作 .如 果 镜 面 是 
与 主轴 垂直 的 水 平 镜面 则 记 作 oh; 若 镜面 是 包含 了 转轴 的 垂直 镜 
面 则 记 作 o,; 车 镜面 包含 转轴 并 平分 两 个 重 直 于 该 转轴 的 二 度 轴 
的 夹 角 则 记 作 с, ‚се o, 的 一 种 特殊 情况 .o = E. 

(3) 使 任意 位 矢 r D r PORRI, H Г=Е, = 


ОС». 
(4) 旋转 反射 操作 ww ,这 是 一 个 复合 操作 ,是 由 绕 轴 转 动 
ç = 乞 角 后 跟着 在 垂直 于 转轴 的 水 平面 上 反射 , 即 


Sn = СЬС, = Cop (4.2-1) 


I = 5, (4.2-2) 
(5) = Elo)" = Co)” (4.2-3) 


# п AWZ, WAC) =E, MA, C, =E. # n 为 奇数 , 则 因 
(co) = ор, PFL}, (5, )" = ср.) K НН, S, 是 某 一 系统 的 对 称 操 
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作 , 且 n 为 奇数 ,那么 ,这 个 系统 同时 必 具 有 两 个 单独 存在 的 对 称 
操作 с, AOR. 

对 称 操作 之 间 的 关系 3 

(1) 绕 相同 轴 的 两 个 转动 c, E c, 的 乘积 仍 为 统 同 一 轴 的 转 
动 c, 即 сыс„ = с. 

(2) ЖЕЛЕ A K B KAH pp WBA ,分 别 在 这 两 个 平 
面 上 作 镜 象 的 两 个 操作 的 乘积 是 一 个 绕 两 平面 交 线 转动 2p，, 的 
操作 . 即 


oB OA = с(2ф,,) (4.2—4) 


我 们 可 以 用 两 种 方法 证 明 
上 式 . 首 先 用 直观 的 几何 方法 . 
图 4.2 示 出 平面 A УВ 
直 于 纸 面 ,其 交 线 与 纸 面 交 于 
O 〇 点 ,空间 中 某 物 1 在 平面 A 
的 镜 象 为 2, 而 2 在 平面 B 中 
的 镜 象 为 3, 即 在 A、B 平 面 作 
镜 象 后 ,由 1 变 到 3. 由 图 4.2 
看 出 ,这 相当 于 绕 A.B YE BJ 
交 线 转 过 一 个 角度 0=2(a + 
В). gap 二 a+ В, ТИ (4. 2 
一 4) 得 证 . 

其 次 ,我 们 可 以 利用 第 三 章 给 出 的 正当 转动 与 非 正 当 转 动 的 
并 矢 式 (3.1 一 35) 及 (3.1 一 46) 来 证 明 上 面 的 结论 . 

由 式 (3.1- 46) 得 到 ,垂直 于 某 轴 的 平面 上 的 镜 象 的 并 矢 为 


— -h 


o= 1 -2uu (4.2-5) 


其 中 u R ЖЕНИ) А, E Pj К Н) R J la) E EMR 
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ид =i, ив = icosgap + JSI CAB (4.2—6) 


由 式 (4.2-5) 得 ,在 A 平面 作 镜 象 的 并 矢 oa 为 


— — — ——h 


oa= Í -2ii (4.2-7) 
在 B 平 面 上 的 镜 象 有 
Св — I — 2 ивир (4.2-8) 


于 是 ， 


св" ( сд *r)= і(хсоѕ2ф,. T уѕп2ф,,) 


+ j(ycos2 g, + хеіп2ф,.) + kz (4.2 一 9) 


沿 着 两 平面 的 交 线 的 单位 矢量 就 是 大 ,由 式 (3.1-35) 得 , 绕 
交 线 转动 9 角 的 并 矢 应 为 


R =kk+( I —kk)cos0+ I X Ksin0 (4.2—10) 
R r= і(2соѕ0 — ysin0) + j ( усоѕӣ + хѕіпӣ) + kz 
(4.2— 11) 
将 式 (4.2- 11) 与 式 (4.2-9) 相 比 ,得 9=2opap, 故 式 (4.2 一 4) 
得 证 . | 
(3) Ж О 轴 转 过 op 角 的 转动 与 含 该 轴 的 平面 A ЮЕ < Ж 
积 是 在 包含 O 轴 的 平面 中 上 的 镜 象 ,其 中 平面 妃 与 平面 A < BB 
的 夹 角 为 广 . 即 


с,с(ф)= ов (4.2 — 12) 
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图 4.3 示 出 这 种 关系 ,其 中 转轴 O .平面 A 及 平面 B 均 垂直 
于 纸 面 ， | 

车 取 沿 O 轴 的 单位 矢量 为 大， |_ 
Ши = k, O 轴 转 过 gp 角 的 并 А' 
KH 


R=kk+(1I 一 kk )cose 


+ I X ksne 
取 平 面 A 的 法 线 方向 的 单位 矢量 3 
J i, Wi] U =i, 


бд 一 Í -2ii 


于 是 ， 
(В е) = і( ysing 一 хсоѕф) + j ( усоѕф + xsing ) + kz 
(4.2—13) 
平面 B 的 法 线 单位 矢量 为 u3, 且 位 于 ху 平面 上 而 与 x ЯН 
为 9( 故 A.B 两 平面 间 的 夹 角 为 86), 所 以 ， 
из = icosf + jsing 


— a — _—һ 


了 в I — 2и;и; 


于 是 ， 


ов‘ = — і( уѕіп20 + rcos20) + j( усоѕ20 – х51п20) + kz 
(4.214) 
将 上 式 与 式 (4.2- 13) REA, A 


узїпфФ— хсоѕф = ~ ysin20 ~ zcos20 (4.2— 15) 
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усоѕф + хѕіпф = ycos20 — жѕіп2 0 (4.2 —16) 
成 立 , 则 式 (4.2 一 12) 成 立 .而 当 


20= -9 或 6= — 5 


时 , 式 (4.2 一 15) 及 式 (4.2 -16) 辐 时 成 立 .这 说 明 由 i 顺 时 针 转 过 


0= 方 角 时 , 即 为 w3, 所 以 ,平面 A 与 平面 B 之 间 的 夹 角 MAS. 
式 (4.2 - 12) 得 证 . 

(4) 轴 及 办 相交 ,交角 为 6. 绕 轴 u KA о FG PE w fB BW 
НЕА Е 650), RO ЕШ и.о BJ 35 E ЖНГ uv, 
特 角 o= 20. | 

读者 可 自行 作 图 或 用 正当 转动 的 并 和 撩 式 (3.1 一 35) 来 证 明 . 

(5) 下 面 列 出 的 对 称 操作 之 间 可 以 对 易 : 

两 个 绕 相 同 轴 的 转动 ; 

在 两 个 互相 垂直 的 平面 上 的 镜 象 ; 

两 个 绕 相 互 垂 直 的 轴 转 过 角 的 操作 ; 

一 个 转动 与 在 垂直 于 该 轴 的 平面 上 的 镜 象 ; 

中 心 反 演 与 任意 的 转动 及 镜 象 . 

对 称 元 素 ”点 群 的 操作 都 是 借助 于 空间 的 某 点 、 某 一 直线 或 
某 一 平面 来 实现 的 ,在 对 称 操作 下 它们 是 固定 不 动 的 ,这 样 的 点 、 
直线 及 平面 就 称 为 对 称 元 素 . 

(1) 对 称 元 素 之 间 的 关系 两 镜面 的 交 线 必 为 一 转动 轴 . 若 


镜面 之 间 的 交角 为 = 一 , 则 交 线 是 a 度 轴 . 这 是 式 (4.2 -4) 的 
一 个 推论 .显然 , 若 一 个 镜面 包含 了 一 个 n 度 轴 , 则 必 同 时 存在 交 
角 为 二 的 nn 一 1 个 其 它 镜面 . 


71 
若 存 在 两 个 交角 为 一 的 二 度 轴 , 则 必然 同时 存在 一 个 垂直 于 
这 两 个 二 度 轴 的 ” 度 轴 .这 是 本 节 第 二 段 第 四 条 的 推论 . 显然 , 当 
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有 一 个 二 度 轴 及 与 之 垂直 的 п 度 轴 时 , 必 同 时 存在 相互 交角 为 一 
的 男 外 nn 一 1 ZEH. 

一 个 偶数 度 轴 、 一 个 垂直 于 该 轴 的 镜面 以 及 一 个 反 演 中 心 ,车 
存在 其 中 的 两 个 , 则 必然 存在 第 三 个 . 

(2) 某 些 特殊 的 对 称 元 素 

主轴 ”在 某 些 对 称 性 群 中 ,通常 总 有 一 转轴 的 对 称 性 高 于 其 
它 的 转轴 (如 四 度 轴 的 对 称 性 高 于 二 度 轴 ). 对称 性 最 高 的 轴 就 称 
为 主轴 .在 讨论 问题 时 一 般 都 将 主轴 取 作 坐标 系 的 z ЇН. 

等 价 轴 ( 面 ) 若 群 中 之 转动 轴 ( 或 平面 ) 可 由 群 元 使 之 彼此 相 
合 , 则 这 些 轴 ( 面 ) 就 称 为 等 价 轴 ( 面 ). 绕 等 价 轴 转 动 相同 角度 的 操 
作 属 同一 类 (对 等 价 的 旋转 反 演 轴 也 一 样 ). 

双向 轴 ' 车 绕 AA’ 轴 的 任 一 转动 与 其 逆 属 同一 类 ( 即 < 
与 cm “=c 为 同一 类 ), 则 AA’ 轴 就 称 为 双向 轴 . 根据 这 个 定 
X, AEE RE G Е ДАУА А, AA Ж E WW 
向 轴 ; 若 有 一 个 平面 通过 转轴 АА”, К ,不 会 使 转轴 АА БОШ, 
但 可 使 转动 方向 相反 ,使 绕 AA“ 轴 的 转动 与 其 逆 同 属 一 类 ,因此 ， 
这 时 的 AA“ 轴 亦 是 双向 轴 . 

(3) 描述 对 称 元 素 的 方法 为 了 形象 地 将 一 个 晶体 点 群 所 包 
含 的 全 部 对 称 元 素 表 示 出 来 ,通常 采用 极 射 投影 图 的 方法 . 极 射 投 
影 图 是 按 下 列 规 则 构成 的 . 画 一 个 单位 圆 ,” 度 正当 转动 的 主轴 用 
位 于 圆心 处 的 实 正 2 边 形 表示 ,如 以 国 表 示 主 轴 是 四 度 轴 , 以 $ 表 
不 二 度 轴 . 硅 主轴 是 旋转 反 演 轴 , 则 用 空心 的 正 ” 边 形 表示 ,如 口 
表示 四 度 旋转 反 演 轴 …… .垂直 于 主轴 的 水 平 镜 面 o; 则 用 实 的 单 
位 圆 表示 .者 不 存在 水 平 镜 面 , 则 单位 圆 用 虚线 画 出 .包含 主轴 的 
EHH cv 用 实 的 直径 表示 .垂直 于 主轴 的 转动 轴 用 虚 的 直径 表 
示 ，, 并 在 直径 的 两 端 用 符号 标明 其 度数 ,如 用 @ 表 示 二 度 轴 …… 
等 .用 + 表示 高 于 纸 面 上 的 记号 的 投影 ,用 〇 表示 低 于 纸 面 的 记号 
在 纸 平 面 上 的 投影 .对 于 立方 体 群 ,由 于 不 存在 主轴 ,所 以 不 能 用 
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极 射 投影 图 而 用 单位 球 来 表示 EIERE, A B RK E sr Jy IK th 58 
出 各 种 转轴 (如 图 4.12(a)). 


54.3 ñ IK JX HE 


fE 32 АЖА, Ж R ña lk S I 11 4 , 5 — 2Š ñB Ж 
群 有 21 +. ТЕЛ # ña IK ЕВ, ФП ЖУН Ë < ЖЯ ( Schoenflies) 符 
27. ана E % FH #J E] B£ f FRES ТЖК ЕЛГА. 


S4.3.1 32 аж, 


我 们 从 四 种 第 一 类 点 群 出 发 , 配 以 适当 的 非 正当 转动 ,从 而 列 
出 全 部 可 能 的 品 体 点 群 .在 讨论 群 元 作用 于 г(х,у,) ЖЕ, 
将 主轴 取 作 坐标 系 的 < 轴 . 

C, 群 ” 这 类 群 有 两 个 极点 星 (n,1) 及 (n,1), 所 以 , 仅 有 一 个 
п 度 轴 ; 群 元 都 是 绕 这 n 度 轴 的 转动 操作 .这 种 群 称 作 轴 转动 群 . 
C, 和 群 是 个 循环 群 , 即 

С, = іс, ,съ, "7,0 = Е! (4.3-1) 

由 于 绕 同 一 轴 的 转动 操作 可 以 对 易 , 所 以 ,C, 群 是 个 阿 贝 尔 
群 ,其 不 可 约 表示 都 是 一 维 的 . 

由 于 n 只 可 取 五 个 值 , 所 以 ,只 有 五 个 群 属于 轴 转 动 群 C... 
下 面 分 别 给 出 这 五 个 群 的 群 元 及 其 极 射 投影 图 . . 

(1) С, 仅 有 一 个 群 元 EE, 是 对 称 性 最 低 的 群 . 

(2) С, С„=\{с›,с;=Е},с, 8 > 轴 转 动 x 角 的 操作 ,是 
C, 群 的 生 群 元 .由 于 

x -zx 


因此 ,我 们 用 c, (元 ,y,z) 来 表示 操作 c, 对 坐标 为 (zy,y,z) 的 点 作 
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(2x 


用 后 的 新 坐标 . 
(3) Сз C3 = сз, C3, СЗ = Е | ， ET ИА. 群 元 съ 是 


ве z 轴 转 过 所 3 角 的 转动 ， 是 Cs 群 的 生 群 元 . 
0-22-33 +3 2 | 


(4) С, Cui= Ica cí= cyclyc4= 瑟 | 群 元 c, 是 绕 z 轴 转 过 
也 角 的 转动 ,是 C, 群 的 生 群 元 


ca [y,r,z), ci. со, = (2,9,2) 
cf (у, 2,х) Е(=жх,у, =) 
(5) Ce С = { с, сё = Cy, CO су, сё сі, сд, съ = Еі. # Jü 


сє 是 绕 > ее 的 转动 ,是 C, 群 的 生 群 元 . 


7 ™ / `x ^+ ` k N 7 `x. 
+ / 
/ + ` / ` / N i + ' + + \ 
i | | æ J | A +i | п | | е | 
\ | \ \ ! V , / v. + 
` / N / N v, 4 k + 2 ` Й 
` Pd ` +. N. Z N. x N+. 
ыыы = С w, — et C, w р C, "aa — C, чт С, 
t 


图 4.4 五 个 轴 转 动 群 的 极 射 投影 图 
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Cua 这 类 群 是 由 C, # УЖА oA 8 А, AE, 
类 群 包含 п 个 转动 及 nn 个 旋转 反 演 ,- 故 C,, 群 共有 2л 个 群 元 .这 
类 群 共 有 五 个 . 
(6) Cn Cin= lon,E| 
群 元 cl 是 在 ху 平面 上 的 镜 象 ,是 Cl, 群 的 生成 元 , (о) = 
E. 
Oh 三 Gy 过) 


夺取 主轴 为 坐标 系 的 y Н, oh=ao(zyyyz), 以 此 生成 的 
群 是 二 阶 的 , 且 与 Cin 同 构 . 这 个 群 在 主轴 为 z 轴 的 坐标 系 中 , 记 
作 C, | РТИ Cp Cli, 是 同一 个 群 . 


(7) С» Cop = tca, Op Cool C t= E. 

群 元 с 是 绕 х 轴 转 过 r 角 的 转动 ,ci 是 在 zy 面 上 的 镜 象 ， 
这 两 个 元 是 C,, 群 的 生 群 元 . 

с)„\®,ўу,т), ory (X,Y, Z), 
с$„= E(x,y,z), cx0ry (Zy; Z)=I 
由 于 I =E,B 8 C = |E,I .而 o= cl. 可见 
Can = СС, 

(8) Can (зь = [cs,c3,0n, C30hI COP’ E] = C3 Cih 

这 个 群 的 生 群 元 是 сз, ор ce, 这 两 个 元 及 cj。 对 坐标 的 影 
呵 在 前 面 已 列 出 ,所 以 ,下 面 只 给 出 сзоь Ж cio, 对 坐标 的 影响 . 


51-5 7-а) 
(9) Cs Са = | 4 40, Е 
4h 4h Сд» Соз Сд Ору C40h Собр, 4Gh， ү 


群 元 ca = ca. K oy = o, J tE э. 
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саб у( у, х,Е) = Ichas Chry Y ZZ) = Іса, 
又 由 于 ozy = Iche s c2 sz = 了 所 以 ， 
Can = C GC; 

(10) Cen Cn = сб» сє = C3 CE = с),с = C3 Ch Е,сь,себу, 
C3Oh 5 C2Gh  CiOy, сс}. #25 cç 及 ot 是 这 个 群 的 生 群 元 .在 这 里 
只 列 出 c6sow 及 co;y 对 坐标 作用 的 结果 ,因为 其 它 各 元 的 结果 已 
在 前 面 列 出 . 


co (I ry 5, +22) сє, = Ісз, 


XH + Fry 一 Ic, (3zOxry — lcz C20 ry =] ? 3.0, 一 Ica, ,所 以 , 
Cen = C @C, 


以 上 给 出 的 五 个 Cs 群 , 虽 不 是 循环 群 ,但 却 是 阿 贝尔 群 ,每 
个 群 元 自 成 一 类 .下 面 给 出 它们 的 极 射 投 影 图 .. 


| С Lh C zh . С . С, С 


图 4.5 C ВИЖ P Bl 


C £ 这 种 群 含 有 n 度 转轴 及 过 主轴 的 垂直 镜面 .由 对 称 
元 素 之 间 的 关系 第 一 条 知 ,C,, 群 必 包 含 п TEMNE H ВЕ. 
因此 ,C,, 群 的 群 元 数 为 2n ,其 中 7 个 是 统 主 轴 的 转动 ,za 个 是 在 
垂直 镜面 上 的 反射 . 

包含 垂直 镜面 的 转动 轴 是 双向 轴 , 所以, 绕 该 轴 转 过 o = 
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+ [下 jm 的 转动 属 同一 类 ， 

Миа 为 奇数 时 ,C,, 群 中 的 元 c, 使 ”个 垂直 镜面 互相 重合 ， 
因此 ,在 各 垂直 镜面 上 的 反射 属 同 一 类 .这样 ,C,, 群 共有 (+ 
3) 类 . 


当 on 为 偶数 时 ,垂直 镜面 分 成 两 类 ,所 以 CHES +3 
类 


由 于 Ci, 群 与 Cip 群 等 价 , 所 以 ,可 能 的 C,, 群 只 有 四 个 . 
(11) С», 这 个 群 的 生 群 元 是 c, 及 o,,g = 二 4, 和 名 群 元 为 
со„(х,ў,®), б„=с„\(х,у,®) = Іс, 
O „= сб = 912: = (Z .,y,z)= оу. = Іс, 
E(z,y,z) 
在 C2, 群 中 ,E 及 cy, 各 自 成 为 一 类 ,两 个 镜面 亦 各 自 成 为 一 
类 ,所 以 ,共有 四 类 ,这 就 是 上 面 提 到 的 了 +3 Ж. 


(12) C, 这 个 群 的 生 群 元 为 c; 及 o,.g =6, 各 群 元 为 


с EE 2z), 


с,=0,,(х,5,2), саа - Ж +5 ук+ |, 


‚= da (6-03, УЗ.) Е(х,у, х). 


сз, = cj 所 以 ,cs 与 cj 成 一 类 ,三 个 垂直 镜面 在 cs 及 сз 
的 作用 下 互相 重合 ,所 以 成 为 一 类 ,再 加 上 恒 等 元 五 这 一 类 ,所 以 


Cs. 群 有 三 个 类 ,这 就 是 前 面 提 到 的 n 为 奇数 时 ,C,, 群 共有 地 (7 
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+ 3) 类 . 
(13) С,, 这 个 群 的 生 群 元 为 cy K cg=8, 各 群 元 为 
ca (YZZ), 
са. (5,2,2), 
C40 r(Y 5 z) 一 ба = fc2zy， 


сї = со„(Х,у›,®), 


0,.=0,,.(X,y,z), 


2 __ КК ЕА 7 
Cin Ty Z) = oy, = O ys 


ChA (95,2) = са = Їсз у Е(х,у, х). 


ЕКЕН, Е, с2, = со, B 2, са, са. = ca Ж, 
са Ж cd 0 Ж,0,. 9 ow 成 一 类 ,所 以 ,共有 5 Ж. 
(14) Ca 这 是 个 12 阶 群 ,生成 元 为 ck 及 o,, 其 群 元 如 下 : 


0 э), 
өы | Z 3 З 2. ] o. 


сб co (Z ,3,z), COl Ty, Z) =O= 04, 
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E(z,y,z), Eo, =s. yz) = o). 


由 第 二 万 中 对 称 操 作 关 系 的 第 三 条 知 ,Ci. 群 中 由 С, 群 的 元 
与 oj 组合 的 五 个 元 均 为 在 牌 页 镜面 上 的 反射 ,分 别 记 作 с, оз, 


24.05 及 ос ШУ zz ЕШ Ж УЖ Т, Т, Л, ЛЛ 
在 Cev 群 的 12 PEH, E 及 ci 各 成 一 类 ;ce 及 其 道 ci = 
ca 成 一 类 jci。 与 其 道 c; = cs. = cb: 成 一 类 ;六 个 垂直 镜 象 中 ,on， 
za,as 成 一 类 , 记 作 3cv; 另 外 三 个 成 一 类 , 记 作 Заа. 所 以 Ce 群 共 
有 六 类 . 
C,, 群 的 极 射 投影 图 由 图 4.6 给 出 .从 图 中 可 以 看 到 各 垂直 镜 
面 的 配置 情况 . 


图 4.6 C,, 群 的 极 射 投影 图 


5,„ #9 ХЖИМЕЫ@ял ЕБ, Н n=2m, 5 nX 
奇数 时 ,与 Ch 群 是 一 样 的 .所 以 ,这 类 和 群 只 有 三 个 群 :9，、S4 М 
56. IX X E AY BE JO AR AE DE Fe DE A PR IF Csom) ,其 中 1<< x <2m . 根 
HEA (4.2-1), San "АЈ TE P| A B ОҢ ,5,„ Fil D ZK 
群 ,共有 2m 个 类 . 

(15) 5, 这 个 群 的 生 群 元 为 s, = 二 onc;, =со„о„= l, ЖН 


5,(2,9,8), Е(х,у, 2). 


W 5, = C. 
(16) 5, 这 个 群 的 生 群 元 为 ;4, 按 定义 


S4 = буба, = Ci O (VT,Z), 54(хт,у,®)= cx. 
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sily, Z, Z), s= E(r,y,z). 
(17) S 这 个 群 的 生成 元 为 856, 共有 6 个 群 元 ,它们 是 


S6z — C6zO ry 一 WEEER 与 z 十 > + |- Іс,» 


se (х,у,х) = Е. 


ај М, S Í| = CGC; 
图 4.7 是 S$S,, 群 的 极 射 投影 图 .由 上 面 的 讨论 看 到 , 5, W 
包含 C, 群 作为 其 子 群 . 


w «ињ ua тт ч ам 
J `x. С `` /” + `". 
/ \ í \ ‚© o` 

Q 
| ° 1 i A j  @ | 
\ / N Pi N ^ 
` О 7 ` + N ° 
`— - S, s. 2 ç. `< S, 


图 4.7 S,» 群 的 极 射 投影 图 


p. 群 ” 这 种 群 有 三 个 极点 星 (2,n)、(2,n) 及 (nn,2), 表 角 
D, 群 包含 有 一 个 度 轴 及 n 个 与 之 垂直 的 二 度 轴 ,所 以 这 类 群 的 
阶 为 2 .由 于 二 度 轴 的 存在 ,使 n 度 轴 成 为 双向 轴 . 可 见 , D, W 
中 二 度 轴 的 作用 与 C,, 群 中 的 垂直 镜面 相似 ,所 以 D, 群 类 的 个 数 
与 C,, 群 的 相同 , 即 я 为 奇数 时 ,有 (n+3) 类 ,n 为 偶数 时 ,有 


° 180 > 


> t 328. | | 
H T D, # J С, 群 相 同 ,所 以 ,可 能 的 D, #6 р,,рз,р, K 
D.. 

(18) Р, 其 生 群 元 是 с, R c>, WER 26 2 节 中 对 称 操作 之 间 
的 关系 (4) ,下 式 成 立 

C2y — C2xC2r 
这 样 , D, 群 的 群 元 为 
C2z (TI,Y,Z), cî (Xx,y,z)=E, 
ca (X,Y ,ZT), cy (Z,y,z). 


这 四 个 群 元 均 目 成 一 类 ,所 以 ,D: ЖН ИЖ. 
(19) ру ”这 个 群 的 生 群 元 为 c3, 及 cs,. 群 元 有 : 


0-22-33 ҮЗ >.) су,(х,у,®), 


人 
4 |- 2-5. -Brz C 2， сз, (х,у,х) = Е. 


其 中 c? 及 с 分 别 是 绕 垂直 于 z 轴 而 与 ЖИ ЕН R ZE A 
的 轴 转 过 т АК ЖЕ. 

n=3 是 奇数 ,所 以 ,D; 群 有 方 (n+3)=3 类 ,其 中 , 己 自 成 一 
Ж, са, 5 сз = cj 成 一 类 ,cz 2 及 c, 成 一 类 . 

(20) Р, 这 个 群 的 生 群 元 是 c, со, BTA: 


с„(у,л,@), Co lL, yZ), 
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C4zC2r(y， 2,8) = сэ, chl T, У, х) = C2z1 


сас. (TY T) E Cays Chel YZ, z), 


сі со. (9,2,8) = C T сі (z,y,z)=E. 


其 中 c ERAF zy 平面 上 与 x НОСИН АО РЕ т 角 的 转 
动 ,c” 的 轴 则 与 x ТЕСЕ ,在 极 射 投影 图 中 给 出 了 这 些 二 


度 轴 的 配置 情况 . 
在 DD, 群 中 ,下 Ас, А, с, Аса = сі, Й, с, 


及 cy 成 一 类 ,cs 及 c ,成 一 类 ,所 以 共有 五 类 . 
(21) Ds, 这 个 群 的 生 群 元 是 ce- K c,, AmA: 


TESSEN 2 
20-5-9509) а 
с z, r+ ys)- 9 


со (xr,y,z)= E. 
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其 中 є?,є?,сў 及 с® 的 转轴 均 位 于 TY 平面 上 ,与 vi 轴 的 夹 角 


РЕЗЕ TRT, 

Di PHAR, Hp E Ren ARE, CoA cs, = có Ü Ë — 
类 ,cs 及 cj = 2 R, 245 НН y 2 (ca P 
及 с? 成 一 类 ,其 它 三 个 属 一 类 ). 

D, 群 的 极 射 投影 图 由 图 4.8 给 出 ， 


“`. Кр "ы л Ñ 一 < o>, 
“ ° NV A | а 信 、 | jy ко ` y 
i l Y | `< v (l À г М, 
入 一 一 —— | i eS 一 一 入 一 一 二 一 全 
\ + I o, | `. l V. ⁄ | ` 9; VOZ |N у 
\ 1/ X Sw МУ! , Ж, NO 
о Z Ç ! ‹ и Хо у^ 


图 4.8 D, 群 的 极 射 投影 图 


Ой} 这 类 群 是 由 D, УЖЕ о, 组 合 而 成 的 . D, # 
包含 了 在 水 平面 上 的 二 度 转轴 ,它们 与 BAS Rs Я o (2 
看 对 称 操作 之 间 的 关系 (3)). 因 此 ,Du 群 共有 47 个 群 元 ,其 中 
2n PÈD, 群 的 正当 转动 ,” 个 垂直 镜 象 v, 以 及 n 个 旋转 反 演 操 
E =op. 


由 于 co 可 与 c, 及 c? 对 易 , 故 р, 9% 27 
D,a = D, G) Cr 


当 n HBH, D EVSA C, = C2 ,而 Coop = 了 ,所 以 ,可 将 
D,, 群 表 为 


D,, = D,@C; 
由 此 可 见 ,不 论 ”是 奇数 还 是 偶数 Da RA e D, ЖЕ B di, Bl 
n 为 奇数 时 ,有 2X 地 (n+3)=n+3 类 ; 
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n 为 偶数 时 ,有 2x [2 +3]=n+6 Ж. 

由 于 Di, = D1 的 Cyn = Е, сә. ,Ory C2xGxy = Orz \ = Ca. 所以， 
可 能 的 D,a 群 有 四 个 :D， , Dins Dh 及 Dep. 

(22) D, 这 个 群 的 生 群 元 是 o, É D, 的 生 和 群 元 Co, 和 Сә; · 


由 于 D, 群 的 群 元 在 前 面 已 经 给 出 ,这 里 只 给 出 р, 与 oh 的 组 合 
操作 | 


соа„\Х,у,®)=1, CIs01y = б/(т,у,®), 
сэбу\ х,у,®) = Ісу, copry (T ,.,y,z)= Lc,,, 
可 见 Da = DY C. 


(23) Рр 这 个 群 的 生 群 元 是 сь É Р» 群 的 生 群 元 Сз, 和 
cz. 这 里 只 给 出 D3 群 群 元 与 ch 组 合 的 操作 . 
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; 3З 3 _ о» 
roy -yt TO ys 
). 


C3z0zy = Ory Ty, Z 
在 这 六 个 群 元 中 ,cv 和 目 成 一 类 ,s Жз, 成 一 类 ,三 个 垂直 镜 
象 成 一 类 ,加 上 D, 群 的 三 类 ,所 以 ,Da 和 群 共有 六 类 . 


(24) Da 这 个 群 的 生 群 元 为 cs,czz 及 ca， Dih 群 包含 了 
D4 群 的 全 部 群 元 以 及 这 些 群 元 与 ch 的 组 合 操作 . 


Ca (JLZ) = Ісд,, С2,0.у(2,9,8) = 1с,,, 
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Ci (Z ,y,Z)= 1, 


C2y Ory | Z yoz) = lc,,, 
CAs0ry (Y Z, Z) = ci, 5 


coo, (y, z ,之 ) = Ic", 
Sayl T, yZ) = 1сї„, с зос,,(у,2,=) = c>. 


这 人 个 群 元 与 D4 群 的 群 元 组 成 О, HÍ W 


Dan = Р.С, 
上 述 八 个 群 元 分 为 五 类 : 1,o,, 各 自 成 一 类 , Гс, 及 1c3, 成 一 


3, Іс ., 1с, ж, 1с, № Іс ,成 一 类 ,加 上 D, Ж 的 五 类 Dap 
群 共 有 十 类 . 


(25) Dan 这 个 群 的 生 群 元 为 c6。,c2; 及 oj,, 除 De 群 的 群 元 
外 ,Dor 群 还 包括 下 面 十 二 个 元 : 


5 
„| -28 3, Е 1сё,, 
Cap I (T, yz) = Ic, = oy = 645 


có (元 ,7 三 ) = 了 ， 


Co .ay = су\х YZ), 
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(4) T 
C 2 0 ту 2 


(З Үз y \_ 
2 5° 


这 十 二 个 群 元 与 D6 群 的 十 二 个 群 元 组 成 Ось, zg = 24, 
且 有 


Den = D,Q С; 


A Det 群 共有 十 二 类 ,其 中 六 个 垂直 镜面 的 配置 及 分 类 与 C, 
И |). 


IN C 


4.9 Р.А В 


D,a 群 ”这 类 和 群 是 由 D, 群 与 垂直 镜 象 cd 组 合 而 成 ,其 中 cs 
的 镜面 包含 主轴 并 平分 牌 直 于 主轴 的 相 邻 二 度 轴 之 间 的 夹 角 ,这 
样 的 王 直 镜面 共有 nn 个 .垂直 镜面 的 存在 ,使 ” 上 度 转 轴 成 为 双向 
轴 , 并 使 相 邻 的 二 度 轴 互 换 而 彼此 等 价 .由 于 cj 及 二 度 轴 的 存在 ， 
所 以 ,主轴 不 仅 是 度 轴 ,而 且 是 2 度 旋 轴 反射 轴 . 因此 ,对 于 n 
>3 的 Ds 群 是 不 存在 的 ,而 且 Di 与 С, 8, ТЕ, АЈ ВЕН р, 
只 有 两 个 :Dy 及 Dag. 

(26) D 这 个 群 的 生 群 元 是 Caro 65: Ж аа (х,у, z), H P 
в, Ж ИР zy 平面 并 平分 z,y 轴 之 间 的 夹 角 ,由 D, 群 的 


J са 组 合 的 元 有 
C284 《7 元,z) = oa, саба = са (y,z,z), 


czz0d (y,Z,z)= 54, Cad \у,х,®)= 54. 
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这 些 群 元 与 0, 群 的 群 元 组 成 Dyy 群 , 群 的 阶 是 g = 4n = 8, 
这 八 个 群 元 分 成 五 类 ,其 中 五 及 c?。 各 目 成 一 类 ,ec KR c; Ba — Ж, 
54 及 4 成 一 类 ,两 个 垂直 镜 象 成 一 类 . 

(27) Da 这 个 群 由 群 元 сз, с, Ж cd 生成 ,ca 的 镜面 平分 


rS суй ний. m o | 3.3. > AT D 
群 的 六 个 群 元 外 ,还 有 以 下 六 个 群 元 


C3zCd (元 yz) — Ü yz — Tc， , 


Рз = D&C; 
Ds WE RARR, D, 群 的 三 类 
К, E IB BJ A 4 BF Jú JR А = 
Ako зс Ж 1с, 图 4.10 D, 和 群 的 极 射 投影 图 
立方 体 群 在 可 能 的 第 一 | “ 

类 晶体 点 群 中 ,还 有 丁 群 及 O 群 .这 些 群 并 不 存在 主轴 ,但 却 存 在 
互相 垂直 的 等 价 轴 , 所 以 ,这 些 群 是 描述 正 多 面体 的 对 称 性 的 群 . 
业已 证 明 ,在 三 维 空间 中 , 仅 有 五 种 正 多 面体 是 可 能 的 .图 4.11 
画 出 了 这 些 正 多 面体 的 示意 图 .由 于 立方 体 的 六 个 面 心 是 猎 舱 其 
中 的 正八 面体 的 六 个 顶 角 (如 图 4.12) ,所 以 ,它们 属 同一 点 群 . 正 
十 二 面体 与 正二 十 面体 属 同 一 点 群 , 但 由 于 竟 体 不 存在 五 度 轴 的 
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对 称 性 ,所 以 ,这 两 种 多 面体 结构 不 可 能 是 晶体 所 具有 的 ， 


Ду 


正四 面体 正八 面体 正六 面体 (立方 体 ) 
正 十 二 面体 
正二 十 面体 
图 4.11 三 维 空间 中 可 能 存在 的 正 多 面体 


[2 бс, Зс = Зс? 


(a) IE УТ Ж Н ( b) 1ТЕ ТШ {Ж ЖЕ НХ 
图 4.12 镶嵌 在 立方 体 中 的 正八 页 体 及 正四 面体 
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(28) TÆ 工 群 含有 三 个 极点 星 (2,6),(3,4) 及 (3,4) , 即 具 
有 三 个 二 度 轴 及 四 个 三 度 轴 ,只 有 12 个 群 元 .这 是 使 正四 面体 目 
身 重 合 的 全 部 正当 转动 构成 的 群 , 故 亦 称 正 四 面体 群 . 

坐标 的 选取 如 图 4.12(b) 中 那样 ,三 个 二 度 轴 就 是 坐标 轴 x, 
у, 轴 , 四 个 三 度 转 轴 就 是 立方 体 的 空间 对 角 线 .由 于 绕 三 度 轴 的 
转动 使 三 个 二 度 轴 彼此 重合 ,所 以 ,所 有 绕 二 度 轴 的 转动 成 一 类 ， 
绕 二 度 轴 的 转动 使 四 个 三 度 轴 人 彼此 重合 ,所 以 是 等 价 轴 . 这 梓 , 了 
群 的 十 二 个 群 元 就 分 成 四 类 :EE;3c,;4c3;4c3 1. 

(29) Ti 群 这 个 群 是 由 使 正四 面体 自身 重合 的 全 部 操作 组 
成 的 ,这 些 操作 包括 了 正当 转动 与 非 正当 转动 .所 以 ,TT 群 是 完全 
的 正四 面体 群 . 它 包 含 了 丁 群 的 十 二 个 群 元 ;还 包含 六 个 垂直 于 
立方 体面 并 包含 正四 面体 一 个 边 ( 如 图 4.11(b) 中 的 ac 或 ab 等 ) 
的 对 角 镜 面 ci; 还 存在 Ica, Ісу, Ic ,, 及 其 逆 Іс, Іса, 及 Іса. 
(Фә EIRA 35, K Зу). У, T ARA 24 个 群 元 ,分 成 五 类 ， 
Е ;8сз;3с,;61с, Ж боа. 

(30) Т. # 和 =TeocCi, 由 于 正四 面体 不 存在 反映 中 心 ,所 
以 ,这 个 群 不 是 正四 面体 的 对 称 性 群 . Th 群 共有 24 个 群 元 ,分 成 
八 类 :十 群 中 的 四 类 及 了 ;3Ic,;4Ics;41cs = 413. 

(31) О O 〇 和 群 有 三 个 极点 星 (2,12),(3,8) 及 (4,6). 这 表 
H O 群 具 有 六 个 二 度 轴 ,四 个 三 度 及 三 个 四 度 轴 ,共有 24 个 群 
Jú. O 群 的 二 十 四 个 群 元 就 是 使 简 立 方 体 日 身 重合 的 全 部 正当 苇 
动 . 由 于 正八 面体 与 简 立 方 体 的 对 称 性 相同 ,所 以 ,O 群 亦 称 八 面 
ЖЖ. АЖО 群 各 群 元 的 分 类 及 对 坐标 的 影响 列 于 下 面 ( 按 逆 时 
针 方 问 转动 ): 


类 в 元 Oo ж 

1с, E(zr,y,z) 不 动 

3cy с›,\хт,у,) 绕 х Чылт} 
ca (Z,y,z) 2% y 50 x fi 
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类 + 元 
3с› ca (Z,y, z) 
6c2 Czary YTZ) 
Car ( ZFT) 
Col Zy Z) 
сз. (2,2,5) 
cas TZ, y) 
сз Car. Z Z, y) 
Cin y, z, z) 
Сзт#( ®,Л,Уу) 
сз: (9,5,2) 
C3zyz (Ts TY) 
cy I (y,z, Z) 
Сз (5 .20,9) 
ути (y, z, Z) 
С 3 元 yz y (< | x 
бсд Chr TZ, y) 
c4 (=z,z,3) 
Cay Zs y Z) 
cay (Z,y, <) 
ca (y zr, z) 
сї, (y, Z, z) 
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к Ж 
绕 z #5) п 
线 i+ 5) п 
绕 i— j 5) = fl 
2a i+ k тл 
2 i-k 轴 转 x fl 
绕 j+k 轴 转角 
 ]-К w fi 


гук т 
绕 i+j+k 轴 转 一 冬 角 
-itj k MRTA 
-itj k MR- E fi 
Bi-j- k MRTA 
г-у kM- ZE f 
a-i- jtk MRTA 
г-у MR- TA 
绕 z 轴 转 于 角 

绕 z ВН ЯВ 

28 y 轴 转 广角 
уй 

绕 > о 

绕 z 轴 转 一 广角 


(32) O O, = OWC;, 其 群 元 是 使 简 立 方 体 (或 正八 面 
体 ) 目 身 重 人 台 的 一 切 对 称 操 作 . Ot 群 是 章 体 点 群 中 最 大 的 一 个 
群 ,共有 48 个 群 元 ,分 成 十 类 ,其 中 有 五 类 、 二 十 四 个 群 元 是 O 群 
的 ,其 余 的 二 十 四 个 元 列 于 下 (有 关 坐 标 及 反射 面 ,参看 图 
4.12(b)): 


类 B 元 ж Ж 

1 1с; (х,у, 8) 中 心 反 演 

3Ic; lo) Ic; (Z,y,z)= o, 在 yz 面 上 的 反射 
[c (z ,y,z)= 0,, 在 zz 面 上 的 反射 
Ic,(z,y,z)= о, 在 zy 面 上 的 反射 

6lc;( oj) Ic; (y.Z,z) EA z 轴 过 ac 的 面 上 的 反射 
[cay (y, x, z) EA = 轴 过 db 的 面 上 的 反射 
[cz (Z ,y, Z) fE y # rr cb 的 面 上 的 反射 
Ic (=,у,ж) 在 含 у 轴 过 ad 的 面 上 的 反射 
lco, Z, y) Ж х 轴 过 ab 的 面 上 的 反射 
Iczw(z ,zsy) ， 在 含 z 轴 过 cd 的 面 上 的 反射 


Sl 3..(#,7,5) 。 绕 i+j+k 轴 转 伴 后 接着 反 演 
хл.) аук RE- TEREK 
caiae(z,z,y) 。 绕 -i+ 了 一 大 轴 转 红 角 后 接着 反 演 
еза (узах) -itj е 笃 角 后 接着 反 演 
Кзззбе,х,у) а-у ЖИ ЛИНЕ EN 
зуу) 。 绕 i-j 一 k 轴 转 一 从 角 后 接着 反 演 
СЕ ， 绕 -i-j+k 轴 转 全角 后 接着 反 演 


lezz (J z, z) 1 
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gi 


类 FF PR fE 
6Jc  [ca(Z,z,3) 绕 = 轴 转 广角 后 接着 反 演 
Іса (i,Z,y) 5 л 轴 转 - 广角 后 接着 反 演 
Ic (Z y, z) 绕 y 轴 转 二 角 后 接着 反 演 
Ica (2,5,2) 绕 y 轴 转世 角 后 接着 反 注 
[c y, Z, z) Ж 2 铀 转角 后 接着 反 注 
1cia(y,z,z) 绕 z 轴 转 - 子 角 后 接着 反 演 


至 此 ,我 们 将 32 个 晶体 点 群 全 部 列 出 来 了 .在 这 32 个 点 群 
中 , 除 正六 面体 群 O, 及 正六 角 柱 群 D6t 是 相互 无 关 的 两 个 群 外 ， 
ERK 30 个 点 群 都 是 O, 群 或 Den 群 的 子 群 , 这 种 关系 从 图 4.12 
看 得 十 分 清楚 .图 中 每 一 个 群 都 用 线 与 其 子 群 联接 ,用 虚线 联接 的 
子 群 是 非 正 规 子 群 . | 


Z NS Са 6v D 3d Dy 


C. ` < _ TA =Z N е 56 D; ` Cy, Ca 
N 22 


E 4.13 32 个 点 群 间 的 关系 63 
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在 列 出 32 A КАКЕН], ЖП ВЕ < =I f$? Жз. ТЕЗ da = E 
则 采用 国际 符号 . 此 外 ,还 有 一 种 萨博 尼 可 夫 (Shubnikov) 符 号 .我 
们 将 32 个 点 群 按 七 个 唱 系 用 三 种 符号 列 出 ,然后 稍 作 解释 . 


R42 按 晶 系 以 不 同 符号 表示 的 32 个 晶体 点 群 


能 夫 利 符号 萨博 尼 可 夫 符 号 国际 符号 


系 


* С(5,) 


| Br 
3 


& 

ҖЕ 
* 

Сҹ 

` | ° 
№ 
з! 
| 
ч. 
3 


FH 
Ei 


mm2 9 2mm 


. ә | к, 
о ко 
My 
ко 
М2 


ә, 
3 һә 
3 


6 m2 或 6 2m 


Cn 


ee а а 


у Е 
СИГЕ ИШЕТ ГЕНЕ 


4/ттт 


422 或 42 


| 

+ 

F | £ р 
3 t-2 


正方 Cin 


š 
[|> È 
| 


СЛ) 
p 


+ 
+ + 3 


+ 
+ m 
3 


;w 
© 
чә 


表 中 带 * 的 群 是 该 晶 系 最 大 的 点 群 


fE b 8 J Н] ЖЯ ЖЕН, И п KOR n 上 度 转动 轴 , 于 是 С, 
用 1,C, 群 用 2,…… 表 示 . 旋转 反 演 轴 则 用 带 模 杠 的 数字 表示 ,如 


C; = S, 就 写作 2,5, 则 用 4 表示 …… .用 字母 т 表示 存在 镜 象 平 
面 ,所 以 C.= Cit 用 т Жл. 

当 一 个 点 群 不 仪 包含 一 种 对 称 元 素 时 ， 就 将 各 对 称 元 素 放 在 
一 起 ， 并 用 另外 三 个 符号 表明 各 对 称 元 素 的 相对 取向 . 单 点 “:” 
用 来 表示 两 个 对 称 元 素 是 平行 的 ， 例 如 C. ski fE 2，m; MES 
(Жа) “:” 表 示 两 个 对 称 元 素 是 互相 垂直 的 ， 例 如 3:2 表示 这 
个 群 包含 了 相互 垂直 的 三 度 轴 及 二 度 轴 ， 这 个 群 就 是 在 能 夫 利 符 
号 中 的 D; 群 ， 类 似 地 ， 记 号 3:m 表示 这 个 群 含 有 垂直 于 三 度 
轴 的 镜面 ， 这 就 是 Сә; 一 条 和 斜 线 “/ ”表示 群 中 所 包含 的 两 
个 轴 彼 此 并 不 垂直 ， 例 如 3/2 表示 群 中 的 三 度 轴 与 二 度 轴 并 不 垂 
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H, RME TE. 
Жаа КЕЖЕ HHI B) ДЕЕ ИЙ S. ERTS RARP, — 4 $ 
= E 38 Jl ВА z X AT Ж S Bir IÑ ЖЕШ ТЕУ РОБ W Н) 38 84, 


于 是 , 1 就 是 C; . т 用 来 表示 镜面 ,所 以 m 就 是 C, 群 .但 S, 


记 作 3 (S6 = С,®@ СӘ, C: 却 记 作 6 .原因 在 于 能 夫 利 符号 中 ， 
定义 5„ =cor, 而 在 国际 符号 中 则 定义、 = c I. T E 


S6 = сбор = cecal = сё] = с51 = су 1 = 3 
一 一 [= эр = -II= д 
S4 Сабы — C4C2 Са C 4 


sa= caso y cyc [= c2I= cç I= 6 


s2= собр= ccd = су = 1 


5218Ж 7” kR tg @ Y —1 5 3J HH 3 Н АЕ, 
于 是 C, W. 2/т 来 表示 ,Ch 用 4/m 表示 . 若 对 称 面 并 不 垂直 
于 转动 轴 , 则 两 个 符号 之 间 不 附加 任何 记号 .例如 C3, 就 用 3m 表 
示 ,但 Cs 及 Ce, 则 用 4mm № 6mm 来 表示 ,原因 就 在 于 这 两 个 群 
中 的 垂直 镜面 是 分 属 两 类 的 ,而 且 都 不 与 主轴 垂直 . Duy 用 
4/mmm ÈR ,Da 用 6/ттт 表示 ,因为 在 这 两 个 群 中 共有 三 类 
镜面 ,其 中 一 类 垂直 于 主轴 ,而 另 两 类 则 不 垂直 于 主轴 . 

D, 群 用 222 表示 ,因为 这 个 群 具 有 三 个 互相 垂直 而 又 不 等 价 
的 二 度 轴 . D, 及 D, 就 用 422 及 622 表示 ,而 D. 则 用 32 表示 , 因 
为 在 D; 群 中 所 有 的 二 度 轴 属 同一 类 .对 称 轴 之 间 不 加 任何 符号 
而 只 是 并 排列 出 ,这 表明 在 国际 符号 中 并 不 区 分 转动 轴 是 否 相 互 
垂直 .另外 ,在 存在 主轴 的 那 27 个 点 群 中 ,用 国际 符号 来 书写 时 ， 
总 是 将 主轴 放 在 前 头 . 对 于 不 存在 主轴 的 立方 体 群 ,开头 的 符号 就 
不 一 定 是 主轴 了 ,例如 O, 群 用 m3m 表示 ,只 写 出 了 三 度 轴 和 强 
调 了 存在 两 类 不 等 价 的 镜面 .对 ТЕПСЕ 23. 
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54.4 点 群 的 特征 标 表 


上 节 已 经 得 到 了 32 个 唱 体 点 群 的 群 元 数 及 其 类 的 结构 , 册 由 
式 (2.10 一 9) 及 式 (2.9 — 11) 即 可 确定 一 个 点 群 的 不 可 约 表示 数 ， 
以 及 每 个 不 可 约 表 示 的 维 数 . 利用 第 二 章 第 11 节 的 方法 , 即 可 确 
定 每 个 点 群 的 特征 标 表 . 利用 投影 算 符 从 任意 阻 数 中 选 出 不 可 约 
表示 的 基 函 数 ,再 应 用 式 (2.4-8) 及 式 (2.4-6), 即 可 求 得 该 不 可 
约 表示 的 表示 和 矩阵 .事实 上 ,前 人 已 完成 了 这 些 工 作 , 并 列 成 表格 ， 
在 许多 参考 书 中 都 能 找到 .在 这 里 ,只 对 点 群 的 特征 标 表 作 些 必 要 
的 说 明 ,以 便 在 工作 中 能 正确 使 用 特征 标 表 

阿 贝尔 群 的 特征 标 表 在 32 个 点 群 中 有 16 个 点 群 是 阿 贝 尔 
群 , 它 们 是 C;、Cin、C,(n=1、2.3、4、6)、Cn(n=2、3、4,6)、D;、 
Sa4a、Se. CR D>. 

由 于 阿 贝 尔 群 的 类 数 等 于 群 的 阶 , 所 以 ,所 有 的 不 可 约 表示 和 都 
是 1x1 阶 的 .D(A) 可 当 作 数 处 理 .这 样 , 表 示 和 矩阵 就 与 特征 标 相 
合 .由 于 点 群 的 任何 群 元 的 阶 都 是 有 限 的 ,因此 ,所 有 和 群 元 的 特征 
标 都 是 1 的 根 .例如 , 群 元 的 阶 是 2, 则 A2= E, Р, D(A2)= 
[D(A)]?=[X(A)]*=1, 所 以 X(A)= +1. M5 A? = E 时, 则 
D(A)=X(A)=e"™S(1=1、2.3). 因 此 ,在 一 般 情况 下 ,和 群 元 的 
ИА, ВА = Е,р(А) = Х(А) = е", (1=1,:-,А). ЖЖ, 
阿 贝尔 群 中 的 任 一 元 的 特征 标 都 可 求 得 ,所 取 的 7/ 不同 就 相应 于 
不 同 的 不 可 约 表示 .例如 点 群 C= {EE,c,|, 有 两 个 不 可 约 表 示 . 
X(E)=1, 对 两 个 不 可 约 表 示 都 成 立 ,X(cs)=e"™ ,/ =1,2.[=1 
Е}, Х(с5) = 一 1,L=2 时 ,X(c2)=1, 于 是 ,C, 群 的 特征 标 表 为 


С». E (2 
A 1 
B 1 -1 
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有 了 特征 标 表 ,利用 投影 算 符 即 可 从 任意 函数 中 求 得 各 不 可 
约 表示 的 基 函 数 .但 对 于 简单 的 群 ,可 以 根据 群 元 作用 在 坐标 函数 
上 的 变换 性 质 来 获得 各 不 可 约 表 示 的 基 吕 数 .例如 ,对 于 轴 转 动 群 
C, ,将 主轴 取 作 坐标 系 的 x 轴 , 于 是 ,函数 x、y、z № е?(/ = 1, 
n, p 是 在 zy 平面 上 从 z 轴 算 起 的 极 角 ) 均 可 作为 不 可 约 表示 
的 基 函 数 .例如 C, 群 ,A 表示 是 恒 等 表示 , 即 C, 中 各 元 作用 于 基 
哨 数 后 不 变 , 所 以 这 个 不 可 约 表 示 A 的 基 可 以 是 1、z 或 f(z)、 
FCL, у) 9 1 е. х 或 y ЮКА ИЕ УВ Жел Ей ЖЕ РЁ 
数 ,因为 P, e? = e979 = е, P. x= -=,P, y= 一 y. 所 以 
在 B 表示 中 ,cs 的 特征 标 是 一 1. 对 稍微 大 一 点 的 群 亦 可 用 类 似 的 
方法 求 各 不 可 约 表 示 的 特征 标 及 基 硝 数 .例如 Ct, 群 有 4 个 元 iE， 
соок ,所 以 有 4 个 不 可 约 表示 ,而 且 每 个 元 的 阶 都 是 2, 所 以 
所 有 的 特征 标 都 应 是 1; 又 由 于 任 两 个 非 恒 等 元 的 乘积 就 是 第 三 
个 元 ,所 以 在 各 不 可 约 表示 中 各 元 的 特征 标 只 有 两 种 可 能 性 ,要 么 
全 部 群 元 的 特征 标 均 为 +1, 要 么 有 两 个 群 元 的 特征 标 是 +1, 其 余 
两 个 是 一 1 ,这 样 , 就 可 得 到 C, 的 特征 标 表 如 下 : 


1 -1 _ 1 
1 
– 1] l -1 


mm 
— == je a 
| 
— 
| 
ik. 


点 群 的 特征 标 表 下 面 给 出 的 特征 标 表 中 ， 除 了 32 个 晶体 
点 群 外 ， 还 给 出 了 某 些 分 子 点 群 的 特征 标 表 (如 上 有 具有 五 度 转轴 的 
以 及 属 Co 的 点 群 )， 群 的 符号 除 沿用 熊 夫 利 符号 外 ,还 用 国际 
符号 来 标记 〈 用 括号 括 起 来 ). 一 维 表示 用 A K B і. FAE 
轴 和 转动 的 群 元 的 特征 标 是 +1， 这 个 不 可 约 表示 就 用 A а, ж 
为 ~1 则 用 B 标记 .二 维 表示 用 上、 三 维 表示 用 T 标记， Ж#Н 
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在 反 演 对 称 性 ， 则 用 下 标 g 表示 对 反 演 是 对 称 的 ， 用 下 标 u 表示 
对 反 演 是 反对 称 的 ， 这 个 规则 ， 无 论 对 一 维 、 二 维 及 三 维 表示 都 
是 一 样 的 . 

在 表 中 还 给 出 了 不 可 约 表 示 的 基 哆 数 的 变换 性 质 , 这 种 性 质 
既 用 坐标 х,у, 的 各 种 双 线 性 组 合 也 用 无 限 小 的 转动 R.、R, K 
R, 来 表示 ,其 中 x、y、z 双 线 性 组 合 图 数 ,就 是 1=0,!=1 太 L=2 
的 球 谐 函 数 ,例如 2z? 一 x 一 y( 可 简化 为 z*) 就 是 1=2,m = 0 的 
球 谐 函数 . 

某 些 点 群 ( 如 C3、Cs、Cs、…) 本 来 只 有 一 维 表 示 ,但 却 标 出 它 
们 具有 二 维 表示 .原因 在 于 这 两 个 一 维 表示 是 互 为 共 堪 的 不 等 价 
表示 , 当 存 在 时 间 反 演 对 称 性 时 ,它们 必 为 简 并 的 .因此 ,习惯 上 将 
它 的 集 总 在 一 起 成 为 一 个 二 维 表 示 . 有 关 时 间 反 演 对 称 性 的 问题 
将 在 后 面 的 有 关 章 市 讨论 . 


表 4.3 32 个 点 群 的 特征 标 表 -3， 


C, (1) Е 
А 1 


С, (2) F Сә 


Ж 
з 
a š, 
š w, 
9 
Ng х 
д е ы 
ka 
ЕЕ 
— 
| 一 


С, (3) E су с? 

хі + y’, х? R,,z A 1 1 1 
(zz ,yz) (x,y) Е f ш w o= 2% 

(z - у, ху) (К,,К,) 1 ao w 
aE C, (4) E C2 C4 сд 


r+ у?, х 


(rz, уз) 


(22 - у?, ту) 


х? + у, х 


( zz , yz ) 


(x-y ,ry) 


(х,у) 
(R. ,R,) 


Cs (5m) 


х? + y2,z2 


(х2, ух) 


Е (=° 一 у?, ху) 


сы 


2cosz 


2) cos2 T 


2cos2 x 


2cos4 + 


w = е2 
4 5 | 
, ш = e?" 
2 с)" 
4 w? 
C? O y ©, 
1 1 1 
1 -1 一 | 
-1 l -1 
- } 一 1 
2 c> Зо, 
l 1 
l — 1 
-1 0 
2с„ 2o, 2a 
1 1 1 
1 一 _ 1 
— 1 1 -1 
– | -ù l 
() 0 0 
9с, 
1 
-1 
2n 
0 ” 5 
0 


Сь,(бтт) E c 2с; 2c 3c Зо, 
х? + у, ж? A, ] 1 1 1 1 1 
А» 1 l 1 i 一 -1 
Bı 1 -1 1 -1i -1 1 
В, 1 -1 1 -l 1 -1 
(х=, yz) Е, 2 -2 -l1 l 0 0 
(т^*—- у?, ху) Е, 2 2 —1 -]1 0 0 
Ci( m ) E Oh 
zt, yt, z? £Y R.,x,y A 1 1 
C, (2 Zm) E C2 oy I 
XT ,y2 ,z2 , zy 1 1 1 1 
1 1 -1 -i1 
х2, yz 1 -1 ~ ] 1 
| 1 -1 1 -1 
C = C3 or( 6) Oh S3 pC = sy! 
х? + y , а? l 1 1 1 1 
l 1-1-1 -1 
(22 - у?, ху) Е а °, M Wa: 
(zz , yz) v w 一 1 79 — ај 
© w`- -w 
C,| = СС, (4/т) 
C, = С С (10) 
Ca = C,@C, (б/т) 
S,( 1) | Ë l 


S и Е C? 54 s2 

X tyt, 1 1 1 1 
Н 1 -1 —] 

(х=, ух) Е P _ 1 1 一 1 
(z2— у?, ху) 1 _ 1 一 1 i 


S,= С,®С( 3) 


D., (222) E С)» C2y С?т 
х?,у?, х А, 1 1 1 | 
ху В, 1 1 -1 -] 
六 之 В» 1 -1 1 -1 
yz В, 1 _ 1 _ 1 
E 2с» Зс} 
х? + уг, 22 A, 1 l 1 
A, ] l 一 1 
(ze, ye) E 2 -1 0 
(х^ y" ,xy) 
D,(422) E С) 一 c? 2с4 2c2(c2r ,C2y) 2с, 
х2 + у, 22 i 1 1 1 1 
1 1 1 -1 — 1 
х? у? 1 1 一 1 1 — 1 
ху 1 1 _1 _ 1 ] 
(22, yz) 2 _ 2 0 0 0 
Ds(52) E 2cs 2с 5с 
ж? + у?, 2? 1 1 | 1 
1 1 1 -1 
2x 
| х= 
(zy, yz) 2 20052 200622 0 
(z2— y2,zy) 2 2cos2 = 2cos4 r 0 
Е сэ 2c} 2с, Зс, 3с» 
r° + уг, а? 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 _ 1 -1 
1 -1 1 — 1 1 -1 
1 _ 1 1 -1 — 1 
(zz, yz) 2 -2 -1 1 0 
(六 一 六 zy) 2 2 一 | -1 0 
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D E Co 254 2с» 264 
х? + у?, х? А, 1 1 1 1 1 
А» 1 1 1 — 1 一 
г? ~ у? В, 1 1 – 1 1 — 1 
ху В, } 1 -1 – 1 ] 
(х,у) Е 2 —2 0 0 0 
РО; 一 D3 C.(3m) 
Р, = DQ Ct{ ттт) 
D: = D3 Cl 6 m2) E Oh 2с+ 253 3с? 3o, 
XT + y2,z2 l l. l 1 l ] 
1 1 1 1 -1 一 ] 
1 – 1 1 – 1 1 — 1 
1 — 1 1 一 _ 1 1 
(х^- y2,zy) 2 2 -1 _ 1 0 Ü 
(22, yz) 2 -2 -1 l 0 0 
D, = D,@C, (4/ттт) 
D= D;C (10m2) 
Den = D&C; (6/mmm) 
T(23) F 3c; 4с3 4c; ! 
A 1 1 1 
l w 
š 1 w? (o ште” 
R, , R., R. 
( ú ) Т 3 -1 0 0 
(х,у, х) 
O (432) E 8сз3с,=3с1 óch 6c4 
А, 1 1 1 1 1 
А, 1 _ 1 — Í 
(z2— y, 3zi- r?) E 2 -1 2 0 0 
R R, R, 
( 7 > ) Т, 3 0 _ | -1 ] 
(х,у,®) 
(ху, yZ, zT) Г, 3 0 – 1 l — 1 
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O, = OGC ( m3m ) 


T 4 3m) E бєз 3с» ба, 61с, 


] l 1 1 1 

1 1 1 – 1 = 
2 -1 2 0 0 
(RoR, Ra) 3 0 — 1 —1 1 
(Z,y,z) 3 0 _ 1 1 一 上 

上 ZC; с, 
ж? + у?,2? 1 1 1 
1 1 – 1 

(х,у) 

(zz , yz) (R. ,R,) 2 2cose Ü 
(z2— y2,ry) 2 2cose Ü 
D...,( °° Zm ) E 2с. ch I 2 Ic; 1с» 
х* + y2 , z2 А0225) 1 1 1 I 1 | 1 
А22) 1 1 1 1 -1 =] -] 
R, A, (2 )1 ! 1 -1 | ] _] 
z Azk 22 ) l 1 -1 -1 一 1 l 
(zz,yz) | (RaR) | E) | 2 2созф 0 2 2ссзф 0 
(х,у) E. (I) 2 2созф 0 一 2 = 2со5ф () 
(х^— у ,длу) En А„ 2 2соз2ф 0 2 2cos2 e Ü 
2 0 0 


En (A) 


$4.5 W 点 0215 


如 在 第 三 章 第 5 节 导 出 双 群 SOP(3) 时 那样 REA E S 
晶体 点 群 G = | 及 的 每 一 个 群 元 作 乘 积 ,得 到 g 个 新 的 元 {R= 
ER = RE! ,这些 元 与 点 群 G 原 有 的 g 个 元 |RI 放 在 一 起 ,就 组 成 
与 G 相应 的 双 点 群 G =|{К}|+ |Е},С? 的 阶 为 2g. 原 来 的 群 G 
就 称 为 单 群 411. 

群 表 由 于 五 的 引 和 人 ,使 原 属 单 群 G 的 群 元 之 间 的 乘积 ,在 
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WË G? 中 发 生 了 变化 .例如 ,在 单 群 G Ф, сос = E , ZE XV EE 
G” 中 ,ccs 二 忆 ,c4= 玉 .这 表明 , 双 群 的 群 表 不 能 直接 从 单 群 的 群 
表 导 出 .为 确定 双 群 群 元 之 间 的 群 乘 关系 ,只 要 确定 点 群 群 元 1R | 


所 对 应 的 二 维 么 正 表示 1D2(R)| &IDS(R)| ШШ]. н F E E 
阵 组 成 的 群 与 双 点 群 G? Б, ТЕД, h ЖЕ BE BJ Е R И] #Й ҖЕ АЯ 
点 群 的 群 表 . 

如 果 点 群 的 群 元 R 是 正当 转动 ,可 根据 式 (3.2 一 36) 或 (3.2 
-38) 找 出 其 相应 的 欧 拉 角 a、B、Y, 然 后 代 人 式 (3.3 一 15) 或 (3.5 
-2)(Ж = >), 即 可 求 得 相应 的 DZ(R) 及 D2(R). 如 果 群 元 是 
非 正 当 转 动 S , 则 由 式 (3.1-45) ,可 将 其 表 为 反 演 工 与 相应 的 正 
当 转 动 的 乘积 ,由 于 表示 D2 对 反 演 是 对 称 的 (31, 所 以 ,由 相应 的 
正当 转动 所 对 应 的 Dz 即 可 确定 该 非 正 当 转动 S 的 二 维 么 正 表 示 
p2(S) 及 D? (5). і o, 可 表 为 Tc; , 求 得 的 Dz(c;。) 即 为 
D2(o,). 

下 面 以 C, 群 的 双 群 C? 为 例 , 做 出 双 群 的 群 表 ， 

G = С, = Е, сі 
csc = Е 


GP = CP = Е.Е ,C2 ,C2 | 


相应 的 二 维 么 正 表示 D2 为 


C 2 C2 C2 


如 果 像 上 表 那 样 ,将 双 群 的 群 表 分 成 四 部 分 , 则 左上 部 的 四 分 
之 一 与 右 下 部 的 四 分 之 一 完全 相同 ,而 左下 部 四 分 之 一 则 与 右上 
部 四 分 之 一 完全 相同 ; 若 将 左上 四 分 之 一 的 群 元 都 与 ERR, 
就 得 到 群 表 左下 ( 亦 是 右上 ) 的 四 分 之 一 .所 以 ,只 要 给 出 双 群 群 表 
的 左上 四 分 之 一 ,整个 群 表 就 确定 了 .由 和 群 表 立即 可 以 看 出 , 双 群 
虽然 含有 相应 的 单 群 的 群 元 ,但 是 , 单 群 并 非 双 群 的 子 群 . 

类 双 点 群 的 类 数 不 一 定 是 相应 的 单 群 的 类 数 的 两 倍 ,因为 ， 
有 的 群 元 A 及 A 属 同一 类 而 不 是 分 属 两 类 ;有 的 群 元 在 单 群 中 属 
同一 类 ,但 在 双 群 中 却 又 分 属 两 类 .所 以 要 根据 类 的 定义 对 双 点 群 
的 群 元 重新 分 类 .例如 

(1) О? 单 群 D, 的 四 个 群 元 组 成 四 类 ,而 D? 群 中 的 八 
个 元 却 组 成 五 类 :下 ;下 casczsic2z2z3c2y2y， 

(2) C3, 群 单 群 C3, 的 六 个 元 分 成 三 类 .FE;,(c3,,c3, = с%.); 
30,. 在 双 群 CP 的 十 二 个 元 分 成 六 类 ;EF;E;(c3,,64,); (cs, , 
Ga. ) ;30,;30,. 原 来 在 C3, 中 同属 一 类 的 c3, 及 cs, ,在 C9 中 则 分 属 
两 类 . 

其 它 双 群 的 类 在 特征 标 表 中 给 出 . 

特征 标 表 双 点 群 的 特征 标 表 完全 可 以 用 通常 的 方法 来 求 
得 . 即 首 先 确定 不 可 约 表示 的 个 数 及 维 数 , 然 后 利用 正 交 法 或 类 和 
法 求 出 各 不 可 约 表示 的 特征 标 .由 于 双 群 G- 是 从 单 群 G 衍生 出 
来 的 ,G ”与 G 存在 同 态 关 系 , 所 以 , 单 群 G 的 不 可 约 表 示 仍 是 双 
群 的 不 可 约 表 示 ( 不 确实 表示 ). 这 样 ,就 可 以 在 单 群 的 特征 标 表 上 
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加 补 几 行 , 即 可 得 到 双 群 的 特征 标 表 . 双 群 新 增加 的 不 可 约 表 示 数 
等 于 双 群 GD 与 单 群 G 的 类 数 之 差 .例如 ,C;, 群 有 三 类 ,Cs, 群 有 
六 类 ,所 以 , 双 群 Cj 要 增加 三 个 不 可 约 表 示 , 其 中 两 个 是 一 维 的 ， 
一 个 是 二 维 的 . 
由 于 
EE=E, ER= RE=R (4.5—1) 

所 以 ， 

D (E)D (Е) = D (Е) = L, (4.5 —2) 

D (Е)р (К) = D(R)D (E) 
其 中 有 5 是 不 可 约 表示 ,根据 舒 尔 引 理 得 


D'(E)= AL (4.5-3) 
其 中 І 是 单位 矩阵 .将 上 式 代 回 式 (4.5-2) 即 得 
D (E)= +D(E) (4.5—4) 


再 由 式 (4.5 一 1) 及 式 (4.5 一 4), 得 
D(R)=+D(R) (4.5—5) 
可 见 , 双 群 的 不 可 约 表 示 分 成 两 部 分 ,其 中 一 部 分 是 DR) 
= Di(R), 另 一 部 分 是 D(R)= -D (R), JE% A HA DA R R 
附加 表示 . 
由 式 (4.5 一 5) 得 
XR)= +X(R) (4.5-6) 
在 构造 双 群 的 特征 标 表 时 ,利用 原来 单 群 的 特征 标 表 及 
y(R)= X(R), 就 可 将 双 群 特征 标 表 上 部 的 上 几 行 写 出 .附加 的 不 
可 约 表示 的 特征 标 则 由 X(R)= -X(R) 及 正 交 性 关系 来 确定 . 当 
R 与 R 同属 一 类 时 ,xX(R)=X(R)=0. 
例 DD 群 的 特征 标 表 
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单 群 D, 的 四 个 元 分 成 四 类 ,所 以 ,共有 四 个 一 维 表 示 . 双 群 
D3 的 八 个 群 元 分 成 五 类 ,从 1 +1*+1 +1 +22 = 8 知 , D2 群 增 
加 了 一 个 二 维 表示 .由 于 с, Ус, (1= х,у, х) Ж, ТЕ, Е 
维 的 附加 表示 中 的 特征 标 为 零 .于 是 ,得 到 D? 群 的 特征 标 表 
ШЕ: 


表 4.4 NARD ВЕКЕ 


D ~ 一 — 
D; E E CłzC2z C2yC2r C2yC2y 


下 面 列 出 双 群 的 特征 标 表 ,其 中 Ti 及 O° 的 特征 标 表 是 完全 
的 ,其 它 的 双 点 群 则 只 给 出 了 附加 表示 的 特征 标 . 表 4.5 只 列 出 了 
23 个 双 点 群 的 特征 标 表 , 因 为 其 余 的 9 个 双 点 群 可 利用 C, 群 与 
相应 的 双 群 的 直 积 而 得 到 .这 9 A W s, Pt ЖЕ: 


OP= OOC,, TD=TD@C,, Cü = COC, 
Ch= СРС, S2=Cy@Ci, Dë = рес, 
ра = Da C, Dh, = D7 Ci, Ра = Ds Gi. 


3 4.5 双 点 群 的 特征 标 表 


Ta E E Ає» 4c? Зс) 35, 333 ба; 

Е 43 4с? 3, 35, 353 боз 
ОР Е Е Ас» 4с5 3с» Зса 3с} бс» 

425 42; 3с, 324 34 ` 6c;> 

(0) A, 1 1 1 1 1 1 1 1 
(0°) А, 1 1 1 П | -1 -1 -1 
(0°) Е, 2 2 - -1 2 0 0 0 
(Dt) Т, 3 3 0 0 -1 1 1 -1 


М 


Е 


tal 


D4 


( D°) 
( D) 


Е\» 
Ез» 


一 ке = | tz 


на м. ке ке | = 


E Cå 
24 
—2 /2 
— ? яр) 
Е Е 
Е Е 
2 – 2 
– 1 
-1 
E E 
E E 
2 -2 
C 4 Ca Co 
54 S4 С» 
(O 一 w 1 
-wo w -i 
一 w w i 
w? — w? —i 
Е С 2 
-1 i 
-1 —i 
-1 i 
_ 1 —i 
E C3 
-1 w 
-1 -a 
一 — 1 


2с» 2с» 
2с, 22°, 
0 
Зе, Зв, 
3с» 3, 
0 0 
-i 
一 1 i 
©, Ta 
с, са 
C 2y Cz 
C2y | С), 
0 Ü 
w = e“ 
I I 
] -1 
1 一 ] 
-1 1 
_ 1 ] 
с? 
— w? 
w = "3 
-1 


Cz 
С = Cs 
(D°) 
(D°) 


= ‚| | 
= 
Э 
> 


CP = s? E E I I 
(D?) 1 -1 1 -1 
(DŻ) 1 -1 -1 1 


54.6 晶体 的 宕 观 性 质 与 晶体 的 对 称 性 


晶体 的 对 称 性 是 由 其 内 部 结构 决定 的 ,因此 ,晶体 自身 的 各 种 
宏观 性 质 就 必然 与 对 称 性 有 关 . 当 晶体 在 对 称 性 群 的 群 元 作用 下 
自身 重合 时 ,晶体 的 宏观 性 质 亦 应 不 变 . 因 此 ,我 们 可 以 利用 晶体 
的 对 称 性 来 研究 其 宏观 性 质 [908]， 

晶体 的 宏观 性 质 一 般 都 用 张 量 来 表示 . 铁 电 晶体 的 原 胞 具有 
电 偶 极 矩 已 = > yeri, 其 变换 性 质 有 如 位 矢 r 一 样 ,所 以 是 一 个 极 
矢量 ,也 就 是 一 个 一 阶 张 量 . 铁 磁 唱 体 的 原 胞 则 具有 固有 的 磁 抵 
M ,在 反 演 作用 下 不 变 , 如 (R。,R,,R。) 那 样 变换 ,这 是 一 个 轴 


ERE. ña IK BJ) B Е о, ЖХ, ЛЕ е, Я к 等 都 
EMKE ,每 一 个 分 量 的 变换 性 质 为 


а= > D(R)AD(R) „ар, (4.6-1) 


其 中 рск) R ЕЧЕН Б E. R.o- 1)B5 2 ЗЕ 
价 于 
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тт = 2 [D(R)ury|[D(R),,r,] = 22D(R)aD(R),nr, 


(4.6-2) 
晶体 的 霍 耳 系数 、 压 电 系 数 等 则 为 三 阶 张 量 .弹性 模 量 是 个 四 阶 张 
量 . 根 据 张 量 的 定义 ,一 个 a 阶 的 张 量 只 有 3° 个 分 量 ,每 个 分 量 由 
a 个 下 标 标 记 ,在 转动 操作 下 ,各 分 量 的 变换 为 


Tu. = >, [D(R),,ID(R),D(R),,1 ] T mno 


(4.6-3) 
一 阶 张 量 Ed B IK B P, 它 在 三 维 空间 的 正当 转动 作用 
FEA Р, ХЛ 


P'=D(R)P Р, = 2,D(R);b; (4.6-4) 
Ж D( R ) 是 相应 的 正当 转动 矩阵 . 


如 果 晶 体 的 对 称 性 群 为 G, 则 在 YREG 的 群 元 作用 下 , f8 
ЖЖ ДЕЛЛЕ, 


Р =P 或 D(R)P=P, YREG (4.6— 5) 


上 式 表 明 P BEBE ID(R)1 的 不 变 和 天 量 .也 就 是 说 ,矢量 P H 
成 了 晶体 对 称 性 群 G 的 恒 等 表示 的 基 .P= (P, P, P.) APY 
基 的 表示 是 三 维 表示 DK (R) 如果 这 个 三 维 表示 包含 了 三 个 恒 等 
表示 , 则 P,、P, 及 P. 是 三 个 独立 的 分 量 . 可见 ,P 中 独立 分 量 的 
个 数 与 D'(R) 所 包含 的 恒 等 表 示 数 是 一 样 的 .根据 约 化 系数 的 公 
式 (2.6 一 6) 可 求 得 D'(R) 所 包含 的 恒 等 表 示 数 ap 为 


а= DIX (R) (4.6-6) 
对 于 磁 侦 极 子 M , 则 应 有 
ам 1. 22 X" (R) (4.6-7) 
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如 果 唱 体 具 有 C; 群 的 对 称 性 ,由 $4.3.1(3) 可 得 到 
X(E)=3, X(c,,) = X(c;.)= 0, 


TE, 
_ | _ 
a41— 2-(3+0+0) =1 


由 于 C, # JF A £ A MR, И, ЖА ЕК Н, К ии Кор Дели FH 
的 .am = 二 ap 三 1 表明 具有 C, АЖ ЕН на K P 及 M É Z T £ > 
方 加 .这 个 绪论 亦 可 由 将 Сз HE Jú BJ $ ЭЕ £: АВИКА K (4. 6 
- 5) 而 得 到 . 


如 果 晶 体 具 有 C;, 群 的 对 称 性 ,由 $4.3.1(12) 得 Xx (Е) =3, 
Y (a,)=1,X (сз) =0. 从 式 (4.6 一 6) 得 


ар=(3+0+3х1)=1 


由 于 М 在 o, 作用 下 反 号 ,所 以 X (о) = 一 1, 这 样 
ам =-Ї3+0+3(—1)1=0 


可 见 , 有 具有 Cj. 对 称 性 的 草 体 可 以 是 铁 电 的 ,但 不 可 以 是 铁 磁 的 . 

经 过 上 面 的 讨论 后 ,我们 可 以 确定 : 仅 当 晶体 具有 C, K C,. 
(=1,2,3,4,6) 群 的 对 称 性 时 才 可 能 是 铁 电 的 ;如 果品 体 的 对 称 
性 群 为 下 列 点 群 之 一 :C, , Ci, Cn, Cans Sa 及 S6, 则 晶体 可 以 是 铁 
R£ ВО. 

二 阶 张 量 以 电导 率 为 例 .已 知 j=oE, 其 中 jj 及 E 是 极 矢 
量 ,它们 在 转动 操作 R EFF SNJ KE B 

ј = Еј, Е = RE (4.6 - 8) 


因为 
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j= eE K j = "E (4.6 — 9) 
所 以 ,电导 率 g 的 变换 为 
o = RoR ! . (4.6 —10) 
HT 尺 是 正 交 变换 ,所 以 及 -1L= 尺 .这 样 , 电 导 率 张 量 分 量 的 变换 
就 是 | 
oa = 2 DP (R), a DR) w (4.6—11) 
这 表明 ,电导 率 张 量 的 元 形成 直 积 表示 DP (ROD ( R ) B) Ж.Х 
个 表示 的 特征 标 为 
Х(Е)=[х (R)] (4.6 — 12) 
ШЖ R 是 晶体 对 称 性 群 的 群 元 ,那么 ,G 在 R 的 作用 下 应 不 
变 , 即 式 (4.6 一 11) 变 成 
o= D (R)OODPV(R)G (4.6 — 13) 
这 表明 , 直 积 表示 必须 是 一 个 恒 等 表示 .这 样 ,G 的 独立 元 的 数目 
亦 由 式 (4.6 一 6) 给 出 .对 于 介 电 常数 张 量 , 热 导 率 等 ,让 有 相同 的 
结果 .可 见 , 这 些 二 阶 张 量 的 独立 元 的 数目 仅 与 对 称 性 有 关 而 与 其 
物理 本 质 无 关 . 
ШЕШ ЖАН C,; 群 的 对 称 性 ,其 各 元 的 转动 矩阵 的 特征 
标 为 
x (E)=3, Х'(с)=-1, Xo0)=1, X (I) = -3. 


于 是 ,6 的 独立 元 的 数目 为 


a= = 2x(R)= = S [x (R) =5 


如 果 由 非 对 称 性 的 考虑 知道 o 是 对 称 张 量 ,那么 ,其 独立 元 的 数 
目 还 将 进一步 减少 .我 们 在 下 面 作 基体 的 讨论 . 
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4 


Оту Ory O rz 
б 一 Оуу Oyy O yz (4.6— 14) 
O zz Ory Ozz 


由 式 (4.6 一 2), 我 们 可 将 o, EE rr, B 
o,, 的 变换 性 质 如 同 x?,o,, 如 同 xy 等 .现在 以 Cys 群 的 各 元 分 
别 作 用 于 c 的 各 分 量 ,有 
Сә, r x° ху ху yz > ут 


2 2 
tz > TX т 7 zx 


ziz" yz > — yz жу zy 


НІЖ, о, = 0. = o, = Ony = 0. 


Gh : х?» х туту 
yy  yr>yr 
„2-> „2 
1: r >r ry” ху 
y >y ”yr 
z — xš 
可 网 
Orr Or Ü 
с= |0. су 0 
() 0 o, 


只 有 五 个 独立 分 量 , 若 о 是 对 称 张 量 , 则 о, = 0 KER, 的 独立 


分 量 就 只 有 四 个 . 
如 果 晶 体 具 有 立方 体 (或 正四 面体 群 ) 的 对 称 性 ,那么 ,电导 率 


张 量 就 退化 为 一 个 标量 ,因为 这 时 a 张 量 只 有 一 个 独立 分 量 , 即 
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XJ T ñi IK BJ Ar E Ж ЖОЛУН ЯН |a] 89 28 Ж,Б sz Jr ин IK BJ At Ha, Ж 
Е T ba Bt . XJ T R.A zç fi XJ PK PE BU ña ИК, Ar ЖЕ PA ИНЖЕ УХ УҢ 
及 与 其 牌 直 的 平面 内 ,可 以 证 明 , 介 电 常 数 张 量 为 


ey 0 () 
о e 0 
0 О ёе 


其 中 e ,表示 沿 六 度 轴 方 向 的 介 电 常 数 . 由 于 六 角 晶 体 的 介 电 性 在 
平行 和 垂直 于 六 度 轴 的 方向 上 有 差异 ,因而 出 现 双 折 射 现象 .立方 
晶体 在 光学 上 则 是 各 向 同性 的 ， 

三 阶 张 量 ”作为 以 三 阶 张 量 描述 晶体 宏观 性 质 的 例子 ,我 们 
对 蝇 体 的 压 电 常数 张 量 作 一 些 分 析 . 

压 电 晶体 的 压 电 效应 是 指 晶体 受 应 力作 用 而 发 生机 械 形变 时 
感 生出 压 电极 化 强度 的 现象. 其 逆 效应 则 为 外 加 一 个 电场 E 时 ， 
晶体 将 处 于 应 变 状态 .为 描述 压 电 效应 而 引入 的 压 电 常数 d 是 由 
下 式 定义 的 . 


ex = 2,4Е, (4.6— 15) 


其 中 en 是 应 变 张 量 元 ,E; 是 电场 在 i 方向 上 的 分 量 .由 于 应 变 张 
量 是 二 阶 张 量 , 电 场 是 一 阶 张 量 , 所 以 , 压 电 常 数 张 量 就 是 三 阶 张 
量 .其 元 di 的 变换 性 质 就 如 同 rrr 的 变换 性 质 一 样 .由 于 应 变 
张 量 是 对 称 张 量 , 所 以 , 压 电 张 量 元 存在 da = di 的 关系 .这 样 ， 
压 电 张 量 最 多 只 存在 18 个 独立 的 元 .如 果 晶 体 具 有 D, 群 的 对 称 
性 ,在 其 群 元 作用 下 ,4 的 变换 性 质 就 犹如 уз. 
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со: Try ?yy ,所 以 di = 42 =0 
rz >- rz ,YZ > — yz ,TY — ту? ‚УУ “rT — ух, 
所 以 d ss = d233 = d > = d221 = Ü 
Zr Zr ,LT Zr z , ху? — xy, 


y z—> y z, тух тух, YEZ YIIZ," 
су: Zz > 一 z ,所 以 d, = 0, 
y z>- yz, rz — х^, d= d113=0. 
ryz > ryz 等 
Car: r y>- ry, t z>- rz, 
所 以 4 =413= da= Яз = Ü 
хух "хуг 
见 ,只 有 zyz 的 乘积 是 在 D, 群 的 所 有 群 元 作用 下 是 不 变 的 . 因 
,只 有 三 个 独立 分 量 : 


$ д 


di3 = di, зә 7 321, d231 三 以 213. 


四 阶 张 量 如 条 给 晶体 加 一 个 应 力 Т, 就 会 引起 晶体 形变 ， 这 
个 效应 可 表 为 


li; 一 2 CijmnEmn (4.6 и 16) 


tj 是 应 力 张 量 T 的 元 ， 。 是 描述 晶体 形变 的 应 у ЛЕК E 270, С,» W 
称 为 弹性 系数 .由 于 应 力 张 量 和 应 变 张 量 都 是 对 称 的 二 阶 张 量 , 所 
以 ,弹性 系数 的 变换 为 四 阶 张 量 ,而 且 对 i,j 的 对 调 及 m,n 的 对 
调 是 对 称 的 ,对 ¿J 与 mm 对 调 也 是 对 称 的 , 即 


Cijmn 一 Cjimn 一 Си» 一 (Спі = (Cami 一 C mnji 一 Син (4.6 —17) 
因此 ,独立 的 弹性 系数 张 量 元 不 是 81 个 而 是 21 个 .经 过 对 称 性 考 
虑 后 ,独立 元 的 数目 还 将 进一步 减少 .以 D, 群 为 例 . 将 со, сә. 
o 分别 作 用 于 弹性 系数 张 量 的 各 个 元 Ci .由 于 四 阶 张 量 元 的 变 
换 性 质 如 同 r rir, T, ,所 以 ， 
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сә: (xz)(zz=)— (zz)(zz), 


(zy)(zy)—(xzy)( zy) 
(zy)(zz)— ~ (ху) (х=), Ф Сз = 0. 


вън ... + 


经 过 类 似 的 分 析 发 现 , 只 有 х‘, ,r y ,zx“z“… 等 在 0, 群 的 所 
有 和 群 元 作用 下 不 变 . 这样 ,独立 的 系数 就 只 有 Cins C2222 ,C3333， 
C1122» C1133 » C2233 > C2323， C1313，; C1212 共 9 个 . 

为 了 方便 地 表示 出 弹性 系数 张 量 ,习惯 土 将 4 个 下 标 合并 成 
2 个 ,这 样 ,9X9 的 四 阶 张 量 就 可 用 一 个 6x6 的 矩阵 来 表示 . 
j: х? у z? yz rz ху 

JE 11 22 33 23 13 12 

重建 下 标 : 1 2 3 4 5 6 
于 是 ,9 个 独立 的 弹性 系数 就 可 重新 写成 为 Ciis Сә, C33, Ciz, 
Ci3，C23，C44，Css 及 Css .表示 弹性 系数 的 矩阵 就 可 表 为 (只 给 出 


了 对 称 和 矩阵 的 一 半 ) 


Си Ci Сз 0 0 Ü 
Co Сз 0 0 0 

C33 Ü 0 0 

Сад 0 0 

Css 0 

L66 


在 这 里 需要 强调 的 是 ,重建 下 标的 弹性 系数 张 量 元 C, 不 是 二 
阶 张 量 的 元 ,所 以 ,要 研究 其 变换 性 质 时 还 是 使 用 完全 的 张 量 元 记 
号 Ci 为 好 . 

由 上 面 的 讨论 ,我 们 清楚 地 看 到 :表示 晶体 宏观 性 质 的 张 量 的 
形式 ,完全 由 晶体 的 对 称 性 所 决定 ,而 与 张 量 所 代表 的 物理 本 质 
IR. 
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$4.7 分 子 的 振动 谱 及 简 正 模 


94.7.1 分 子 振动 的 一 般 理论 


设 分 子 由 N 个 原子 组 成 ,在 将 这 些 原子 看 作 搞 点 ,那么 ,分子 
共有 3N 个 自由 度 .其 中 有 3 个 自由 度 是 描述 分 子 质 心 的 平移 , 另 
有 3 个 自由 度 描述 分 子 整 体 的 转动 ,因此 ,描述 分 子 振动 的 自由 度 
就 只 有 3N 一 6( 对 于 线性 分 子 则 是 3N -5) 个 .这 些 自 由 上 度 称 为 振 
动 自由 度 . 

由 于 分 子 的 转动 ,振动 及 电子 激发 的 特征 能 量 是 很 不 相同 的 ， 
所 以 ,这 三 个 过 程 可 以 分 开 讨 论 ( 这 三 个 过 程 的 特征 能 量 的 数量 级 
分 别 为 123.9766 х 10 Š eV ,123.9766 x 10 Š eV 及 123. 9766 X 
10 еу). 

振动 方程 的 建立 1! 令 ra 表示 分 子 中 第 有 个 原子 核 的 平衡 
位 置 ,k=1,2,…,N,r, 表示 第 & 个 原子 核 离 开平 衡 位 置 的 瞬时 
位 矢 ,这 样 ,原子 核 离 开平 衡 位 置 的 位 移 就 是 u, =r, rt. 

当 分 子 中 的 原子 都 处 于 平衡 位 置 时 ,分 子 的 势能 最 低 ; 当 原子 
离开 平衡 位 置 时 ,势能 就 增加 . 当 各 原子 在 其 平衡 位 置 附近 作 微 振 
动 时 ,可 将 分 子 的 势能 按 平衡 位 置 展 成 泰勒 级 数 , 即 


3 


1 ~ 3? у ; 
У= 0+2 22 22 эш. (бзш | e (k)ua (k )+ 


kk =1 a,B=1 
(4.7-1) 
k=1,2,…,NN 代表 第 上 个 核 ,a,B8=1,2,3 蚌 三 个 直角 坐标 .wj = 
u i(k)i+tu(Ë)j+us(k)k, Vo 是 分 子 处 于 平衡 状态 时 的 势能 ， 
п. У 的 展开 式 中 ,由 于 位 移 u, 是 很 小 的 ,所 以 略 去 高 
于 二 次 的 项 ,这 是 一 种 近似 , 称 为 简 谐 近似 . 
定义 约 化 位 移 
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W.(k)=(m,)zu,(Ë) (4.7-2) 


R 
D( kk) p= (mmp)? ФСЕ") (4.7-3) 
其 中 
322 V 
KEADAAN (4.774) 


代表 第 & 4 t f W B J ij 568 Е Е ЕЕ 个 原子 的 作用 力 
Жа 方向 的 分 量 
利用 p2(k)=W2() 将 体系 的 哈密 顿 写成 
н= 1 У) Sp) +21 >) D Dk ) gWele) Walk) 
k a k, а, В 


(4.7-5) 
AHHAA L = T - V , K 3 Bë 15 Su 8 Z ЗЕ. АВН 
方程 


I[IL/3 p (k)] aL _ _ 
— wa’ (4.7-6) 


得 到 运动 方程 为 
ў, (А) = — 2, 2 О(Е')ы/ (ЕЁ) (4.7-7) 
设 解 的 形式 为 | 
W,(k)= C; e, (E)exp(iot + 8,) (4.7-8) 


AP ј= 1,2, ---,3№, С, Ж 8, 可 从 分 子 的 初始 条 件 确定 .将 式 
(4.7-8) 代 人 式 (4.7-7) 后 ,得 
оге, (к) = У, 2; DCkk )geglk ) (4.7-9) 
k f 
这 是 关于 3N е, (А) 3N 个 齐 次 线性 方程 组 ,e,(k) 有 非 零 解 
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的 条 件 是 系数 行列 式 为 零 , 即 、 
(АЕ) а оь, = 0 (4.7 — 10) 


方程 (4.7 一 10) 称 为 动力 学 方程 ,3N x3N WEE Dkk ) 称 为 力 
EBE. 7 (4.7 一 10), 可 得 到 w* 的 3N 个 解 wi, 将 每 一 个 w 
代 回 式 (4.7 一 9) 就 得 到 对 于 e.(&) 的 一 个 结果 , 记 作 е, (А13). о 
称 为 力矩 阵 D(kk') 的 本 征 值 ,e, (1;) 称 为 本 征 矢 . 由 于 力矩 阵 是 
实 的 对 称 和 矩阵, 所 以 本 征 值 是 实 的 .在 方程 (4.7 一 10) 中 对 应 于 三 
个 平移 及 三 个 转动 目 由 度 的 六 个 根 (对 线性 分 子 是 五 个 根 ) 必 然 等 
Жж ,因为 这 两 种 运动 并 不 改变 原子 间 的 相互 作用 力 . 

简 正 坐标 ”本 征 和 失 具 有 一 定 的 任意 性 ,例如 ,以 一 常数 乘 以 本 
征 矢 , 并 不 改变 运动 方程 的 解 .我 们 选择 本 征 矢 使 之 满足 : 


> >e (klj)e (613) =, (4.7-11) 


21 es (klj)e(k'li) = дыг (4.7-12) 
жЕ AER 

q, = 2, 2 (|) Wa (6) (4.7- 13) 

于 是 ， 
W (k')= 27e(k'li)q, (4.714) 

£ t W ЖЕЕ 3 3 | 

Н= 5 > +> > wg? = >ñ, (4.7-15) 

式 中 


~ 1 
b; = q; Н,= (25 + «3 9) 
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п] Й,,7ЕВ| A Y WE SS PR E I H 是 非 耦合 的 ,是 独立 的 一 维 谐振 子 
体系 的 哈密 顿 ,其 中 每 个 振子 都 有 一 个 频率 w. 利 用 简 正 坐标 写 出 
拉 格 朗 日 函数 


2, bi 7 7 2, «5а (4.7-16) 


再 利用 拉 格 朗 日 方程 


9(9L/9p;) ƏL _ 
dt 3qi 


求 得 第 ; 个 简 谐 振子 的 经 典 运 动 方程 


q; = — wig; (4.7—17) 


其 解 为 
q; 一 qj соз( wt + 0.) (4.7 — 18) 


对 应 于 每 一 个 频率 w; 就 存在 一 个 以 简 正 坐标 表示 的 简 正 振动 9 ， 
通常 称 为 分 子 振动 的 一 个 简 正 模 . 由 简 正 坐 标的 定义 式 (4.7 一 13) 
知 ,第 j 个 简 正 模 是 由 N 个 原子 的 3N 个 可 能 的 运动 (位 移 ) 按 某 
一 特定 的 线性 组 合 而 构成 的 .所 以 ,一 个 简 正 模 并 不 是 描述 分 子 中 
某 一 原子 的 运动 的 . | 

їк 3 R ik aS 由 式 (4.7-15S) 看 到 ,振动 系统 的 哈密 顿 是 册 
3N 个 具有 单位 质量 的 谐振 子 的 哈密 顿 组 成 的 . 因此 ,在 简 谐 近似 
下 ,我 们 可 以 将 振动 体系 看 作 是 由 3N 个 独立 谐振 子 构成 的 .由 量 
子 力学 得 到 ,谐振 子 的 哈密 顿 Н, 的 本 征 值 为 


E = hw (n+ | 
其 中 | 


w = (E, , i — E, )/Ë (4.7 - 19) 
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本 征 波 函数 是 


pn(q;) = kLexp( — а? gqg’)H, (о; 9g;)] (4.7— 20) 


1 
式 中 а; = (o; Zh). h; = (e Zh )22"n! Z EHER 3. H, 
是 尼 米 多 项 式 ,是 aq 的 函数 . 当 n 较 小 时 ,HH, 为 
H,=1, H, = (229) 
H,=4(aq)2— 2, Н, = 8(09)° – 12(ag) (4.7—21) 


п 是 振动 量子 数 , 用 以 描述 谐振 子 的 激发 ,例如 ,谐振 子 处 于 基态 


时 ,n=0, 零 点 能 为 了 hw; 第 一 激发 态 为 n=1, 能 量 E, = Tho, 
波 函 数 则 正比 于 Hi. 当 振子 从 基态 获 迁 到 激发 态 时 ,吸收 了 能 量 
ho ,这 是 频率 为 o, 的 第 i 个 简 正 模 的 能 量 量子 ， 

对 于 第 i 个 简 正 模 的 第 个 激发 态 ,其 振动 量子 数 用 n Ж 
不 ,其 波 函 数 写作 2, (q;) = ф„. 

振动 体系 的 总 能 量 应 为 E= YEi, 相 应 的 波 函数 应 为 各 谐 


振子 波 函 数 的 乘积 , 即 


#(ni,n2," snay) 
= | | |k; JLexp( — 之 ma33)][ Ин, (а) ] (4.7 22) 


对 于 体系 的 基态 ,所 有 的 n = 0, 因 此 ,在 波 函 数 中 的 所 有 厄 米 多 
项 式 均 为 1, 波 函数 变 成 


@(ni,n2,"' 73N) 一 上 1 kJLexp( _ ощ] 


(4.7-23) 

X 1° Ж R ЖС fE М PR PE EE Н ЕТ АЗ ЖЕЛЕ F РЕА, Ти, ЖЛЕ 

ЛЙ 318 S K О, HERK x T RH IK £ Y ЕМЕА, 
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J (01; ° 1;,0,+1›` … ) 
= Пы exp( 一 2н q7) 112а;9;1 (4.7 24) 


由 于 [ ЦА, Пехр— 2 еза) ERTER D, f 3 8 Ë. 


所 以 O LO ) 的 变换 性 质 就 取决 于 (2a9 )， 而 2а; 
是 个 常数 ,所 以 ,变换 性 质 取决 于 简 正 模 q 的 变换 性 质 . 
若 体系 有 两 个 简 正 模 被 激发 则 可 能 和 存在 两 种 情况 


n;=1, n =l, ЖЕ n,=0 (4.7 — 25) 

Ж п,=2, п, = (4.726) 
相应 于 这 两 种 情况 的 波 函 数 分 别 为 
000 PEIS PERCE, 

= [ Пе J[exp( - 2 qi) 1(4азануаь) (4.7 — 27) 


及 


p01 2 Ü, 6) = ПА 1ехр( - 2,84 )][4(aq; )* —2] 


(4.7 —28) 
TIR , X PN fh F D F BJ 95 R 27 r ШЗ q; 与 Uk 的 直 积 友 q; 与 9; 的 
直 积 而 变化 . 


94.7.2 力矩 阵 的 块 状 对 角 化 


用 经 典 力学 研究 振动 问题 时 ,主要 问题 是 求解 方程 (4.7 一 10) 
以 求 得 力矩 阵 D(kk') 的 本 征 值 wy REIER e (А13). Bl J 
和 矩阵 块 状 对 角 化 ,就 能 大 大 简化 求解 的 过 程 . 
一 般 说 来 ,组 成 分 子 的 原子 可 能 不 止 一 种 ,如 氯 化 钠 晶体 就 是 
由 握 离 子 和 钠 离 子 组 成 的 . 如果 正 交 变 换 R 能 使 分 子 中 的 同类 原 
子 的 平衡 位 和 撩 相互 变换 ,那么 ,R 就 是 平衡 位 和 撩 的 对 称 变换 . 例 
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如 ,以 rk 表示 分 子 中 原子 的 平衡 位 和 失 ,k =1,2,…,N .在 对 称 变 
k R 的 作用 下 ,必然 存在 一 个 同类 原子 的 平衡 位 矢 г; ,使 得 


r; = Rr; (4.7 — 29) 


成 立 . 显然 ,所 有 平衡 位 矢 的 对 称 变换 组 成 一 个 群 ,这 就 是 分 子 的 
对 称 性 群 6C. 由 于 势能 V 的 对 称 性 与 分 子 的 对 称 性 相同 ,所 以 ,在 
REG 的 作用 下 势能 不 变 . 

Aria R l 当 原 子 在 平衡 位 置 附近 作 微 振动 时 ,原子核 偏 
离 平衡 位 置 的 位 移 ww = rri, 这 是 以 第 上 个 原子 核 的 平衡 位 置 
为 坐标 原点 时 的 位 移 .为 了 讨 
论 各 原子 位 移 在 RE G 的 作用 
下 的 变换 ,可 给 组 成 分 子 的 每 
个 原子 选 定 一 组 坐标 ,原点 就 
选 在 该 原子 的 平衡 位 置 上 ,各 
原子 的 坐标 轴 相 互 平行 . 如 图 
4.14. 第 & 个 原子 离开 其 平衡 
位 置 的 任意 位 移 就 有 u = (x, 
yk к, ЙУН #0 изь—-2, из, 
U34) ; 约 化 位 移 为 W,. 3 R€ G 
作用 于 u, XW, 时 ,根据 式 (4. 


7 一 29), 第 上 & 个 原子核 变换 到 第 ; 个 原子 核 的 位 置 ,因此 ， 


图 4.14 水 分 子 的 坐标 系 


u = Ru, М, = КИ, (4.7 30) 


其 中 и; = (т; ‚у; ;Xj) ,Wj 的 三 个 分 量 亦 可 记 作 из;-2,М4з3у-у› Ж 
uy. ГУ ТЛ ГИ: 


3 
uyar = 2 D(R),usk-3+, (4.7-31) 
t=1 
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3 
W; 3+s= 2 D(R)aWsr-341  (4.7-32) 
t=] 
这 里 ;=1,2,-—,‚М,5=1,2,3. 
现在 ,将 u Жи 写成 3N X1 的 矢量 ,那么 ,上 式 可 写成 


u = pDš#sp( R )u (4.7 33) 


W = Dš:sp( p ) W (4.7 — 34) 


其 中 Dosp(R) 是 3Nx3N 的 实 和 矩阵 , 它 的 矩阵 元 是 这 样 给 出 的 : 
Шш ¿=1,2,3 时 


D(R),, *i4m=3k --3+t,t=1,2,3 BJ 
0 当 m + 3&k 一 2,3k 一 1 或 3k 时 
(4.7— 35) 

如 果 对 于 每 一 个 RE G 者 定 义 一 个 称 为 置换 和 矩阵 的 NXx N 
З ВЕ РОР), ЖЖ ВЕС | 


DP(R)3 23+, „ -4 


1， 若 ri 在 REG 的 作用 下 变换 到 
P(R);= 
0, 其 它 情 况 . 
(4.7— 36) 


Хх # ,矩阵 D ( R ) п s >g 
D%sp( р) = P( R)@OD(R) (4.7 — 37) 
显然 ,P- 是 对 称 性 群 G 的 N 维 表示 ,而 了 则 是 群 G 的 三 维 
表示 .所 以 ,它们 的 直 积 D 则 是 群 G 的 3N 维 的 表示 , 称 之 为 位 
移 表 示 . 一 般 说 来 ,位 移 表 示 DE 是 群 G 的 可 约 表 示 . 


水 分 子 由 三 个 原子 组 成 ,N =3. 水 分 子 具 有 点 群 C;, 的 对 称 
性 .坐标 的 选取 如 图 4.14, 其 中 xz 轴 是 垂直 纸 面 的 . 


К = co , Ж ЛИ РА 5) ,HI Н». 根据 式 (4.7 一 35),uj 5 Hf 
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移 表 示 DP(c,,). 


ГД — х 


0 0:-1 0 0:0 0 011 

У 22 0 0:0 -10:0 0 ojj” 

zı z2 0 0 0:0 0 1:0 0 0 

х2 — 21 -1 0 0: 0 0 0: 0 0 0| | 22 
с„|уз|=|{-жм|=|0 -10:0 0 0:0 0 0 у: 
z2 а| |001; 0 00; 0 0 0 а: 

z. - =; 0 0 0:0 0 0:-1 0 02, 

у» - y, о ооо ооо -1 ojj; 

0 0 00 0 0:0 0 1 
23 之 3 | ©3 


可 见 , DP?(cz,) 是 由 下 面 两 个 矩阵 


0 1 O -1 0 0 
р(с,.)= 1 0 0| 及 Dec )=|0 -1 0 
0 0 1 0 0 1 


直 积 而 成 . 即 
Ю*%(с,,) = P(c,, De,,) 


由 此 可 看 出 一 个 规律 : 抢 阵 P(R) 的 每 一 个 非 零 的 短 阵 元 , 相 
应 于 在 位 移 表 示 和 矩阵 D"P?(R) 中 存在 子 矩 阵 D(R), 而 每 一 个 零 
矩阵 元 相应 于 DMP(R) 中 有 一 个 零 子 和 矩阵 . 
位 移 表 示 的 特征 标 ”由 式 (4.7 一 37) 及 式 (2.12 一 6) 得 
X” (R)=trP(R)trD(R) (4.7 — 38) 


根据 式 (4.7 一 36)， 
trP(R)=wu(R) (4.7 – 39) 


其 中 (К) ЕЕ R 作用 下 不 动 的 原子 核 数 . D(R) 是 R WERE 
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Е. Че 是 绕 某 轴 转 过 9 角 的 正当 转动 时 ,那么 
trD(R) = (1 + 2cos0) (4.7- 40) 
这 样 ， 
Xx“*(R)=u(R)(1+2c0s0) (4.7— 41) 


E R 是 绕 某 轴 转 过 98 角 的 非 正 
当 转 动 , 则 可 看 作 是 正当 转动 一 
^о Җа ЖЕК Йй ХЕР 


trD(R)= — (1 + 2соѕ0) 
(4.7-42) 
于 是 ， 


х (R)= —u(R)(1+ 2cos0) 
(4.7 - 43) 

例 : 氮 分 子 NH;. 氨 分 子 的 

各 原子 核 平衡 位 形 图 由 图 4. 15 图 4.15 

给 出 .三 个 氨 核 位 于 正三 角形 的 

三 个 项 点 上 ，, 氮 核 则 位 于 过 三 角形 中 心 的 垂直 线 上 .NH3 分 子 具 

有 Ca, 群 的 对 称 性 ,原子 数 为 =4, 所 以 ,置换 矩阵 了 (R) 是 4x4 

的 矩阵 ,根据 式 (4.7 一 36), 得 


0 1 0 0 1 0 0 
1 0 0 O 0 0 1 0 
P 一 ы Р z И › 
(сз„) 0 1 0 0 (c; ) 0 0 0 
0 0 1 0 0 1 
1 0 0 0 1 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 
P = ? P БЕ ° 
(9) ото ој" Pte Е 
0 0 1 0 0 


о Ф © 


0 
P ° 一 
(с) 


O © e «© 
>O — © е 


1 


于 是 ,uw(E)=4;u(c3)=ul(cs)=1l;u(o,)=u(o,)=u(o,) 
=. АЗСА Т 6=0, 所 以 1+ 2соѕ0 = 3. T Æ, 


Xx“*(E)=12 
_1 _ 2x — 1 
сз, № C 3, HEFST, cosl = - > РЖ, 


X P (сз) = X Cez) =0 
oo, Ж о", MAA, AF 0= .根据 式 (4.7-43) 得 
Y P(a.)= 2 
定理 ”位移 表示 与 力矩 阵 可 对 易 , 即 | 
D°%s( R)D= рр" (В) YREG (4.7 — 44) 
AF D 是 力 短 阵 D(kk ). 
证 明 : 以 式 (4.7 一 2) 及 式 (4.7 一 3) 代 入 式 (4.7 一 1), 得 


V - 2 2; 2 D(ik').W,(E)W, (k) 
k.k а, В 


= 2) 2.W,(k)D(bk) А, (4.7 — 45) 


kk а, В 


车 将 W。(k) 及 WORK ЗМ х1 的 实 的 列 矢 量 W 的 分 量 , 则 
势能 V 可 表 为 


у= ри (4.7 — 46) 


在 对 称 群 的 群 元 作用 下 势能 V 是 不 变 的 ,但 原子 的 位 移 W 
MERT W ,这 表明 
V( Wi, W23, Won) = V( W1, W2, зд), 
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[D P (R)W]D[D°%P(R)W] 


= + W Dš%( R)DDà“=>(R)W (4.7 — 47) 


由 于 D°%( R) 3 BJ Z IEE BE АТИ, 
Diw(R)= D%*%(R) `! 
这 样 , 由 式 (4.7 一 47) 即 得 
D = DisP(R) 1 рр®(р) (4.7 — 48) 
或 | 
Dšisp( R )D = DDšŠšËP( R ) 
这 就 是 所 要 证 明 的 关系 式 (4.7 一 44). 
力矩 阵 的 块 状 对 角 ”首先 约 化 位 移 表 示 . 因 为 D””?(R) 是 对 
称 群 G 的 一 个 可 约 表示 ,所 以 ,总 存在 一 个 勾 正和 矩阵 C, 使 YRE 
G 的 1D"?( 尺 )| 变 成 具有 相同 块 状 对 角形 式 的 矩阵 , 即 
C lpšse(R)C= DI?(R)’ = 2>1@n,D?(R) 
(4.7 — 49) 
Dp?*(R) 是 对 称 性 群 G 的 不 可 约 表 示 , 约 化 因子 是 n. 
n= 二 DX (к) (R) 
R€ G 
其 次 以 满足 式 (4.7-- 49) 的 么 正 矩 阵 C 对 力矩 阵 D 作 相 似 变 
换 ,得 
D° = C :DC 
将 式 (4.7-48) 代 人 上 式 , 得 
D° =C !pš%p(R) !ppšse(R)c 
— р“*( RYD 1)%°( р)” 
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于 是 ， 
DÄS(RYD = рр (ЕЕ) YREG (4.7-50) 
由 式 (4.7- 49), р (А) 是 块 状 对 角 的 , 故 可 表 成 
p! 0 ... 0) 

0 Di = 0 0 
pD “sp = : : 
0 0 = р? 0 
0 0 s.a 0 D: ü 


我 们 将 力 和 矩阵 D B) ЕЕ DP EARR , ВИ 


/ll ... “11 “12 ... /12 
р ii р 1л, р ү р 1а, 


11 ... „11 ‚12 КА , 12 
D n 1 D пуп, р п |1 р 


n n, 


^ — "21 ... 21 ,22 ... , 22 
D D 11 D In, D 11 D In, 


21 „21 „22 ... , 22 
D пі р п.л D n.1 D 


пул. 


式 中 DAEL х1, 维 的 子 和 矩阵, 其 中 а= 1,2，…，naz38=1,2，， 
nn .利用 式 (4.7- 50) 即 得 


p'(R)D” = D DY (R) (4.7 —51) 


对 所 有 的 n, + O.n, * 0 及 所 有 R€ G RY. DP RD 都 是 群 C 
的 不 可 约 表示 .于 是 ， 


0 Ф p= q 
ьп}, (4.7 — 52) 
aB И Olp £ b= q 
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AJE D SJ KB). MJ D 亦 是 厄 米 的 ,这 时 


в = (fa) 
根据 式 (4.7 一 52), 可 以 将 D' 改 瑟 成 
S ub f alor, ... f in Ti 0 
Гы сз fl 0 
ss ... 2 sro 2 
p=- | ТЕСТА еб, 0 
faito e fa nalor, 0 
() r. Ü fir Eo; ... 


其 中 To 2 1, X 1, 的 单位 矩阵 . I, 是 群 G 的 不 可 约 表 示 DE 的 维 


B. np 是 DE 在 位 移 表 示 中 出 现 的 次 数 .将 D' 中 的 行列 重新 排列 ， 
可 得 到 


(4.7 — 53) 
f 
f 


其 中 frjb n, Хп, 的 子 矩阵 ,共有 1, 个 .也 是 块 状 对 角 的 .为 更 具 
体 起 见 ,考虑 这 样 一 个 例子 : 
р%( R)=2D!(R) 


而 D'(R ) 是 个 三 维 表示 和 矩阵 .这 表明 n =2,1 = 3,34 p ж 1 FF, 
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115 二 0. 在 这 种 情况 下 ,力矩 阵 D 为 
I 0 0 1 0 
р 1 ] fao 1 
0 1 0 
l 0 0 1 0 0 
a l ] falo 1 I 
O 1 0 1 


fa 0 0 fh 0 O 


D' = 


0 fa 0 0 fn 0 
0 0 ЛА 0 0 Рэ 
ИЕ ЕЕ V XJ D 作 相 似 变 换 , 可 将 其 行列 重新 排列 而 得 
到 如 下 的 形式 


ù fi 0 0 0 0 

fà fa 0 0 0 0 
! 0 0 

n o 00oo0 U ° 

D'= v D V= бо луп о о 7° f O 
1 Jr оо у 

0 0 0 0 fy fr 

0 0 0 0 f АІ 


这 样 ,D 是 块 状 对 角 的 ,对 于 每 一 个 mw 天 0 的 不 可 约 表 示 D’, 
n, X n EREEREER Р ED FER 次 . 
分 子 的 振动 谱 ”由 式 (4.7 一 10) 知 ,力矩 阵 D 的 本 征 值 就 是 
分 子 的 振动 频率 的 平方 值 w*, 所 以 ,D 的 本 征 值 谱 就 是 分 子 的 振 
动 谱 . 由 于 相似 变换 不 改变 矩阵 的 本 征 值 ,所 以 可 通过 D 的 本 征 
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值 方 程 来 求 出 DD 的 本 征 值 . 的 本 征 值 方程 为 


f! - АҢ 0.….. 0--- 0.…. 
0 Р — АІ, 0 Qe , 
det| 0… 0…- f° - А, 0. |=0 (4.7-54) 


0.…: 0.…. Qe fF А, 


式 中 A=w .从 上 式 可 看 出 ,对 于 每 一 个 n,Z0 的 p, ER f 的 本 
征 值 A2(a=1,2,…,n,) 出 现 1, 次 .而 А? 可 通过 求解 入 期 方程 
det( 户 一 A10)=0 而 得 到 .由 于 fp 出现 局 次 ,所 以 AP ЕЈ, 重 简 
并 的 . 解 方程 (4.7 一 54) 即 可 得 到 分 子 振动 谱 ,其 中 对 应 于 分 子 位 
移 及 转动 的 频率 为 零 . 


$4.7.3 振动 谱 及 简 正 模 的 对 称 性 分 析 


由 于 分 子 的 势能 十 分 难以 精确 计算 ,所 以 ,往往 利用 分 子 的 对 
称 性 来 分 析 振 动 谱 及 简 正 模 . 

由 本 征 值 方程 (4.7 一 54) 可 看 出 ,力矩 阵 D 的 本 征 值 A4= о 
与 群 G 的 不 可 约 表示 РЬ 相应 ,其 简 并 度 为 .所 以 ,只 要 约 化 位 
移 表 示 Do ,就 可 以 知道 D 的 本 征 值 都 属于 群 G 的 哪些 不 可 约 
表示 ,都 有 几 重 简 并 ,从 而 定性 地 确定 振动 的 本 征 值 谱 . 

例 : 氨 分 子 NH, 氨 分 子 具 有 点 群 Civ 的 对 称 性 .其 不 可 约 表 
示 的 特征 标 及 位 移 表示 的 特征 标 列 于 表 4.6. 根 据 求 约 化 系数 的 
公式 (2.6 一 6) 可 得 | 

D%* =3D'®D'4D? 
由 此 可 见 ,有 三 个 属 不 可 约 表示 D! 的 非 简 并 的 本 征 值 ;有 一 个 属 
D? 的 非 简 并 的 本 征 值 及 四 个 具有 2 度 简 并 的 属 D? 的 本 征 值 .由 
于 并 非 所 有 的 自由 度 都 是 描述 分 子 中 原子 的 振动 的 ,所 以 , 求 出 的 
氨 分 子 的 本 征 值 中 亦 非 全 是 振动 的 本 征 值 . 稍 后 ,我 们 将 讨论 如 何 
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昌 去 与 分 于 的 平移 及 转动 相应 的 本 征 值 ,从 而 确定 只 属于 分 子 振 
动 的 本 征 值 谱 . 


34.6 АЕ С, ВЕБ З 


由 于 每 一 个 wi 都 对 应 存在 一 一 个 简 正 模 q; ,而 ws 是 用 群 G 的 
不 可 约 表 示 标 记 的 ,所 以 ,g; 亦 按 该 不 可 约 表 示 而 倒 换 , 即 形成 了 
群 G 的 不 可 约 表示 的 基 . 这 点 可 从 分 子 势能 的 表示 式 来 说 明 . 用 
简 正 坐标 表示 的 势能 项 为 


; > 039} 


而 且 ,V 及 wi 在 分 子 的 对 称 性 群 G 的 作用 下 是 不 变 的 .如 果 w 
是 非 简 并 的 , 即 所 有 的 w? 都 有 不 同 的 值 , V ТЕШЕ С 的 作用 下 要 保 
持 不 变 , 则 只 有 Paq. = tq. XRH, о2 是 非 简 并 的 ,相应 的 简 正 
模 就 按 群 G 的 一 维 不 可 约 表 示 而 变 . 若 w? 是 三 重 简 并 的 , 即 
w? = w3 = w3, 则 势能 项 中 必 存 在 这 样 的 项 :ow (qi + 45+ 95). 为 保 
Fr V 在 群 G 作 用 下 的 不 变性 ,oj,c, 及 аз 只 能 在 它们 之 间 变 换 ， 
即 成 为 群 G 的 一 个 三 维 不 可 约 表示 的 基 . 可 见 , 除 偶然 简 并 外 , 具 
有 相同 频率 的 简 正 模 形成 了 对 称 群 G 的 一 个 不 可 约 表示 的 基 . 也 
因此 可 以 通过 约 化 位 移 表 示 来 对 简 正 模 分 类 . 

由 于 分 子 的 平移 及 转动 并 不 发 生 原 子 间 的 相对 运动 ,所 以 ,要 
将 描述 平移 及 转动 的 六 个 自由 度 对 X ”的 贡献 减 去 , 才 可 求 得 振 
动 的 简 正 模 的 分 类 . 

现 将 描述 平移 运动 的 自由 度 选 作 沿 х,у Же 轴 的 位 移 ,在 对 
称 群 G 的 作用 下 ,这 个 位 移 犹如 三 维 矢量 那样 转动 ,因而 可 求 出 
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其 特征 标 
у (R)= + (1 + cos) (4.7— 55) 


其 中 正 号 对 应 于 正当 转动 , 负 号 对 应 于 非 正 当 转 动 .描述 分 子 转动 
的 三 个 自由 度 R. R, KR, ,在 群 G 的 作用 下 如 轴 矢 量 那 样 变换 ， 
即 它们 在 反 演 作用 下 是 不 变 的 .因此 ,对 于 RE G 为 正当 转动 还 
是 非 正 当 转 动 都 有 


X" (R)= (1 +2cos0) (4.7- 56) 


根据 式 (4.7- 40) KFE р ЕЕЕ А РОК) Wa 
去 后 ,应 为 


[u(R)-2](1+2cos0) 当 民 为 正当 转动 

— u(R)(1 +2cos0) `4 R 为 非 正 当 转 动 
(4.7 — 57) 

再 利用 约 化 公式 (2.6-6), 即 可 求 出 依 对 称 性 群 G 的 各 不 可 约 表示 变 

换 的 简 正 模 的 数目 .如 对 于 氨 分 子 , 简 正 模 的 分 类 为 200920. 

由 于 q, 是 由 分 子 的 3N 个 
位 移 组合 而 成 的 , 且 依 群 G 的 
某 一 不 可 约 表示 的 基 而 变换 ， 
所 以 ,可 以 利用 投影 算 符 从 3N 
个 位 移 中 将 gq; 选 出 ,从 而 得 到 
简 正 振动 q 的 原子 的 位 移 图 . 
下 面 以 水 分 子 为 例 说 明之 . 

水 分 子 具有 点 群 C5, 的 对 
称 性 , 键 角 2% 六 105". 当 坐 标 系 
的 选取 如 图 4.16 所 示 时 ,点 群 C;. 的 四 个 群 元 分 别 是 五 cz。 Ic 
及 Ic,, ,它们 各 自 成 一 类 .根据 上 面 给 出 的 计算 位 移 表 示 的 振动 特 
征 标的 公式 得 


хек) = 


Ë 4.16 


ХЕ) =3з Xx*(c,.)=1 
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X” (Tc )=3 X (Ie,)=1 


于 是 ,可 将 点 群 C?, 的 各 不 可 约 表 示 及 位 移 表 示 的 特征 标 同 列 于 
表 4.7. 


34.7 AR С.Е 6 


再 利用 公式 (2.6 一 6) 求 得 ca; =2,ад, = ав, = 0,ав, = 1. X # В 
水 分 子 共有 三 个 振动 简 正 模 ,其 中 两 个 具有 点 群 C2, 的 不 可 约 表 
т А, 的 对 称 性 ,为 一 个 则 具有 B, 的 对 称 性 . 

利用 骂 影 算 符 分 析 这 三 个 简 正 模 的 原子 位 移 图 象 .由 投影 算 
符 的 一 般 表示 式 (2.7 — 11) 得 到 相应 于 不 可 约 表示 A, 的 投影 
算 符 


Р^ = (Pe + P. +Pi, + Р) 


(1) 作用 于 原子 沿 z 轴 方 向 的 位 移 分 量 上 ,得 
PAiz, = zí—zx,-z,j+z,=0 
P'irz;y= z+— zs — rs + za = 0 

这 表明 具有 А, 对 称 性 的 简 正 模 没有 沿 z 方向 的 运动 . 

(2) EFATE y 轴 方 向 的 位 移 分 量 上 ,得 
P'iyi = yi у; + xi y=2(y1- уз) 
P'iys= ys уз ys t ys = 0 
这 表明 , 氧 原 子 没有 沿 y 方向 的 位 移 运动 ,而 两 个 氢 原 子 都 可 能 
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їп y УМНА ВАН Pf 8 5). 

(3) йт < 方 癌 的 运动 

P'iz = zí + zə + zi + z, =2( zx) + z) 
P^iz3=4z3 

这 表明 ТАЈА ТИ z 轴 是 同 回 运动 的 ,为 了 保持 质心 的 稳定 ， 
氧 原子 必须 作 反 向 运动 . 

由 上 面 的 讨论 ,得 到 两 个 具有 A, 对 称 性 的 简 正 模 的 原子 位 
移 图 象 如 图 4.17(a) 所 示 . 相应 的 简 正 坐标 为 


qil = урт уз t zx), T 2) — 23 
mo 


2ти 
之 3 
то 


А _ 
q2! = y2 Уу} zit x, — 


其 中 ,my 及 mo 分 别 代表 氧 原 子 及 氧 原 子 的 质量 . 


A, A, В, 
<. AN ‚ 
р 2 这 <° < N: 
А, А, В, 


Ca) (b) 
图 4.17 (а) А, 模 的 原子 位 移 图 (Ы) B, 模 的 原子 位 移 图 


现在 ,来 考虑 B 模 . 用 投影 算 符 РЕТ zi 及 zi 后 ,结果 
是 沿 z 轴 方 器 没有 相对 运动 .作用 于 z, K x, 后 得 到 
РВ\г,=2(ү— z,) 及 PB, х; = 0 
这 表明 氧 原子 没有 = 方向 的 运动 ,而 两 个 氨 原 子 沿 z 轴 方 向 运动 
是 反 相 的 . 仅 用 投影 算 符 来 确定 沿 y 轴 方 向 的 振动 是 困难 的 ， 
为 其 结果 与 均匀 平移 相 混 合 .投影 算 符 作用 于 у 轴 方 向 运动 后 ， 
得 
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PPy,i=yity ty +у=2(у + уз) K Phy=4ys 
这 个 结果 也 可 看 作 是 分 子 整 体 的 平 动 .但 是 , 当 考 虑 到 氧 原子 在 = 
K z 方向 均 无 运动 ,而 两 个 氧 原子 沿 z 方向 反 向 运动 (车 z, 为 正 ， 
z, 为 人 员 ), 那 么 为 了 使 分 子 不 发 生 转 动 ,y; 必须 是 负 的 .根据 这 些 
SI AK IQ Ж) В, 模 的 原子 位 移 图 象 如 图 4.17 中 的 (b) 所 示 . 相 应 
的 简 正 坐标 为 


2m 
B. _ _ H _ 
q ' = уу + у; Уз T zí — 22 
то 


从 上 例 可 以 看 出 ,利用 投影 算 符 求 简 正 模 的 原子 位 移 图 ,结果 
不 一 定 是 唯一 的 .一 方面 是 因为 投影 算 符 不 仅 可 将 依 不 可 约 表示 
变换 的 简 正 模 选 出 来 ,同时 还 可 将 质心 的 平移 及 转动 也 挑选 出 来 ; 
另 一 方面 是 当 有 不 止 一 个 简 正 模 依 某 一 不 可 约 表示 变换 时 ,投影 
算 符 也 不 能 将 它们 的 运动 彼此 分 开 ,而 只 能 选 出 这 些 运动 之 间 的 
线性 组 合 .要 唯一 确定 简 正 模 的 原子 位 移 图 ,必须 知道 核 间 的 相互 
作用 力 ,求解 动力 学 方程 ,得 到 本 征 值 w? 及 本 征 矢 .当然 ,如 果 从 
实验 上 已 测 得 单 模 的 振动 频率 ,那么 , 单 用 对 称 性 分 析 亦 能 确定 简 
正 模 的 运动 ， 


习 RH 
1. 证 明 : 由 于 m,21, BU А Зх, 


<> (1- 充 )<2 中 的 А 只 能 取 2 和 3. 

2. 试 证 明 绕 交角 为 0 的 x Ао 轴 转 过 x 角 的 胶 积 仍 为 一 个 转动 ,其 
转轴 过 и.о ИУ АЖАН А Ти. о Е. 

3. WER, EHTA AA ШЖК ШЕН ААА ХУН. 

4. 证 明 不 存在 n >3 的 Dat, Pa D, W BJ 2 3. 

5. UFHH(z,y,z)= j AM ER O 的 不 可 约 表 示 Т, 的 基 图 数 ,也 是 群 
O, 的 不 可 约 表示 Т, BJ ЖОЮЫ. 

6. 写 出 晶体 点 群 C,, K D, 的 乘法 表 及 其 类 . 

7. 在 晶体 点 群 C ah , 群 元 的 子 集 1 玉 ,c4 ,ci,cs1 是 它 的 不 变 子 群 5, 试 
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找 出 商 群 C/S 的 不 可 约 表示 . 

8. 找 出 点 群 C3, 的 不 可 约 表示 矩阵 及 每 一 个 不 可 约 表示 的 基 函 数 . 

9. 根据 点 群 Cyt 的 不 可 约 表示 来 对 轴 矢 量 的 分 量 加 以 分 类 . 

10. 已 知 点 群 的 三 维 表示 的 基 孙 数 是 xz、y 及 z. 试 构造 工 群 的 三 维 
ERDER. 

11. 证 明 点 群 D, 是 由 a É b 两 个 元 生成 的 ,生成 关系 是 а = b° = 
(аЬ)?= Е,Е RMI. 

12. 证 明 点 群 О 的 所 有 群 元 都 是 绕 四 度 轴 的 转动 生成 的 ; 找 出 群 O 的 
所 有 子 群 ,并 判明 哪些 是 不 变 子 群 . 

13. 试 证 明 点 群 Di 的 主轴 是 2” 度 转动 及 演 轴 ， 


// 


14. 试 证 明 六 角 晶 系 的 晶体 的 介 电 常 数 张 量 的 形式 为 |0 e 0 


Дфе Re 分 别 为 平行 及 垂直 于 六 度 轴 的 分 量 . 

15. 试 作出 双 点 群 D 吕 的 群 表 及 其 类 ,并 找 出 其 正规 子 群 . 

16. 试 作出 双 点 群 C? 及 C B) W 
ERX. 

17. 试 利用 点 群 D, 的 特征 标 表 ， 
导出 双 点 群 D3 的 特征 标 表 . 

18. 试 求 出 双 点 群 OP 的 特征 
标 表 . 

19. 试 将 水 分 子 的 力矩 阵 D 块 状 
对 角 化 . 

20. AB, 的 分 子 具 有 点 群 Cs, 的 
对 称 性 ,各 原子 核 的 平衡 位 形 如 图 
4.18 所 示 , 试 将 其 振动 的 简 正 模 分 类 ， 
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(tb 2 Ф 


$5.1 哈密 顿 算 符 的 群 


哈密 顿 算 符 的 变换 性 质 `! 设 哈 密 顿 算 符 是 坐标 的 函数 
H(r),f(r) 是 同一 坐标 系 的 函数 (不 一 定 是 疡 (>) 的 本 征 函 数 ) . 令 


(ғ) = H(r)/(r) (5.1-1) 
很 据 式 (2.4 一 6),g(r) 亦 可 表示 为 
g(r)= Prg( Rr) (5.1-2) 
由 式 (5.1 一 1) 得 | 
g(Rr)= H(Rr)f(Rr) (5.1-3) 


由 以 上 三 式 , 我 们 得 
H(r)f(r)= PaH(Rr)f(Rr)= P,H(Rr)Px-:f(r) 


(5.1-4) 
ENEE РЕЖ f(r ) 均 成 立 .因此 ， 
H(r)= PgH( Rr) Pp- (5.1-5) 
由 于 PRPR-I= Pg, AK PRPR'!= Pr, 故 
Pr = Pa -1 (5.1-6) 


这 样 , 式 (5.1 一 5) 就 可 表 为 
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H(r)= PrH(Rr)P x! (5.1-7) 


如 果 系 统 在 经 受 一 个 变换 R 之 后 ,哈密 顿 算 符 的 形式 不 变 ， 
Вр Rr=r, M 


H(Rr)= H(r)= R(r) (5.1—8) 
那么 , 式 (5.1 一 7) 变 成 | 
H(r)= РЬН(г)Рь! (5.1—9) 
或 
HB(r)P,= PRR (r) (5.1 10) 
上 式 表明 , 当 系 统 的 险 密 顿 算 符 在 R 的 作用 下 不 变 时 , 则 它 与 R 
相应 的 函数 变换 算 符 PR xF. 


可 以 证 明 , 氨 原子 的 哈密 顿 算 符 在 绕 过 原点 的 任意 轴 转 过 任 
意 角 度 的 转动 下 是 不 变 的 ,但 在 平移 变换 下 ,哈密 顿 算 符 的 形式 发 
生 了 变化 ;对 于 晶体 的 单 电 子 哈密 顿 算 符 ,在 特定 的 平移 变换 下 是 
不 变 的 . 

哈密 顿 算 符 的 群 ” 若 有 两 个 变换 R KS 使 哈密 顿 算 符 不 变 ， 
MERE RS 亦 使 哈密 顿 算 符 不 变 ; 恒 等 变换 下 显然 使 哈密 顿 算 
符 不 变 ; 当 H(r)= R(Rr)#l, VA Alr )= H(Rr ),J rh r = 
Rr .因此 ,HH(R 'r)= HH(r), 这 表明 REAC) ЖЕН], Ей 
R Е 百 (r) 不 变 . 最 后 ,变换 操作 之 间 的 乘积 服从 结合 律 . 因 
此 ,使 哈密 顿 算 符 不 变 的 所 有 变换 |1R1 组 成 一 个 群 ,这 个 群 就 称 为 
险 密 顿 算 符 的 群 ,或 称 蕊 定 谓 方程 的 群 . | 

由 于 函数 变换 算 符 集 | Pr 与 1R1 是 一 一 对 应 的 ,所 以 ,与 1Ri 
相应 的 {Ps | 亦 构成 群 ,这 个 群 中 的 任意 群 元 均 与 哈密 顿 算 符 对 
易 . 这 个 群 亦 称 为 哈密 顿 算 符 群 或 其 定 记 方 程 群 . 

ñu k A t f B) ЕУ Jy AE 


Hy.= Еф 


其 中 


аа 2+ 0) Уб) (5.1 —11) 
(r) L i РРЖ: E 是 电子 的 能 量 本 征 信 ;V(r) 是 势能 项 ， 
它 包 括 了 离子 实 所 产生 的 势 场 及 其 它 电 子 所 产生 的 平均 势 场 ,所 
И, V(r) 是 个 十 分 难以 精确 获得 的 函数 .但 是 ,由 于 V(r) 的 对 称 
性 与 晶 格 的 对 称 性 是 相同 的 ,所 以 ,在 晶体 的 对 称 性 群 作 用 下 ， 
V(r) 不 变 , 即 REG, WE V(Rr)= V(r). 在 对 称 群 的 群 元 作用 
下 , 算 符 V“ 亦 是 不 变 的 ,因此 有 


H(Rr)=H(r) VREG 

这 表明 ,晶体 单 电 子 薛 定 兽 方程 的 群 就 是 晶体 的 对 称 群 . 

在 (z) 的 本 征 函 数 与 基 函 数 !4 我 们 通过 三 个 定理 给 出 群 表 
示 理 论 与 量子 理论 之 间 最 重要 的 联系 . 

定理 一 H 的 其 有 相同 本 征 值 的 本 征 函 数 ,构成 苹 定 语 方 程 
群 G 的 一 个 表示 的 基 函 数 . 

证 明 : 设 玉 是 坟 的 1 重 简 并 的 本 征 值 ,于 是 ,相应 于 这 个 本 
征 值 EF, 有 一 套 线性 无 关 的 本 征 孙 数 | o (r)| 存 在 ,满足 方程 


H(r)o,(r)= Ege, (r) n=1,2,:=,} (5.1-12) 


H(r)= — 


取 G 中 任 一 元 Pk ,作用 于 式 ($.1- 12) 的 两 边 , 由 式 (9.1-- 
10 ) 得 


H(r)Pro,(r)= EPke, (r) (5.1 — 13) 

上 式 表 明 ,函数 Prgp,《r) 同 样 也 是 H АЭ KE ë E 的 一 个 本 征 

项 数 .由 于 五 是 ! 重 简 并 的 ,所 以 ,本 征 函 数 P.o, (л) Ж 1 个 
本 征 函 数 | wp,(r)} 的 线性 组 合 , 即 

Ррф,(ғ) = P D(R),,,@, (r) (5.1 — 14) 
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对 每 一 个 n =1,2,…,l RRL. ERMET 12 4 D(R),,, ,从 而 
确定 了 一 个 Ix 1 BJ JD BB D( R). 下面 证 明 , 以 这 种 方法 确定 的 
Ж Ж |рР(Е)| Жж y FO BJ Ел. 

取 群 G 中 的 任意 元 Pk、Ps ,由 式 (5.1 一 14), 有 


Pao, (r) 一 DCR) npn (ғ) 
Pse, (r) = DCS) mpor) 


PRPso, (r ) 一 Pase, (r) 一 2 DRS) „Ф, (ғ) 


(5.1-15) 
上 式 左 边 亦 可 表 为 


PR 2,0(5)ьфь\г) = 2, D(S), 2 D(R) „р (ғ) 


= > [2 D(R),,D(S), Јр, (r) 


m=1 р=1 


= 2 D(RS),,e (r) (5.1-16) 
由 式 (5.1 一 15) 与 (5.1 一 16) 知 , 当 Р.Р; = Prs 时 ,有 
D(R)D(S)=D(RS) 


于 是 定理 得 证 . 

这 个 定理 告诉 我 们 ,在 不 知道 能 量 本 征 值 的 具体 数值 时 ,我 们 
Жн] LA Ж) FH Ж ЭҤ) А УК ТЕ ЖЕЙ ХЕ НЕ ЭХ НОА FF RE О Ж ЖЛЕ А ЖН) Л 
换 性 质 . 但 要 注意 的 是 , 群 G HB) A nj 2J Ж лу BJ) ЖЕРЕ Sk + — АЕ SÑ JE 
Н (г) K {E РЕЖ. 

定理 二 АЙЖАН ТЕК Т ЭР, И КЕЁ E P Л ER G 的 一 个 
A+ B| ARRERA H (r) Bj Ж ЙЕ Ж, 8 F 11 — ВЕЖА. 

在 证 明定 理 之 前 ,首先 介绍 有 关 侦 然 简 并 的 概念 .由 定理 一 
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ж, Н(г) КЕ Е Т Bb B BS 4 JEE. IN t. R H РЕ S| E 
的 简 并 ,就 称 为 必然 简 并 ,而 把 由 于 非 对 称 性 引起 的 简 并 称 为 偶然 
简 并 .偶然 简 并 可 以 由 于 某 些 参数 值 的 选择 (如 核电 荷 ,外 磁场 强 
度 ……) 而 引起 .例如 考虑 一 个 费 米子 系统 的 两 个 能 级 A 及 B( 如 
图 5.1) ,每 个 能 级 都 可 以 接纳 两 个 费 米子 ,其 中 一 个 目 训 癌 上， 


— A А, 


3 А, 
А А, А А, 
_ А, + B, 2 P 
B B, —a w——_aa 
B В, 
В, В, 1 


(а) (b) 


5.1 (a) 磁场 中 能 级 的 分 型 及 А, 与 B, 的 偶然 简 并 
(b) 能 级 间距 随 磁 场 强 上 度 而 变 


另 一 个 自 旋 向 下 .在 不 存在 外 磁场 的 情况 下 , 自 旋 取 向 并 不 影响 系 
统 的 能 级 ,所 以 ,能 级 A 及 B 都 是 双重 简 并 的 . 现在 加 入 一 个 磁 
场 , 自 旋 取 向 不 同 的 粒子 ,其 磁 矩 与 磁场 的 相互 作用 能 就 不 同 . 因 
此 ,每 个 能 级 都 分 裂 为 两 个 能 级 :Ai 5 A,B У B,. 随 着 磁场 强度 
的 增加 ,这 些 能 级 之 间 的 间距 亦 发 生变 化 ,如 图 5.1 中 的 (b). 由 图 
清楚 地 看 出 ,对 于 磁场 的 某 些 值 ,能 级 А, 及 B, 的 能 量 将 会 重合 
(在 PP 点 处 ) 因 而 发 生 简 并 .但 当 磁 场 取 另 外 的 值 时 ,As 及 B, 仍然 
是 分 开 的 .可 见 ,在 P 处 能 级 的 简 并 性 取决 于 参数 (磁场 强度 ) 的 
取 值 ,所 以 是 偶然 简 并 . A.B 两 个 级 能 在 没有 磁场 时 的 简 并 性 是 
由 于 系统 的 对 称 性 引起 的 ,因此 ,是 必然 简 并 , 它 的 消除 只 能 通过 
对 称 性 的 降低 来 实现 .下 面 就 来 证 明定 理 二 . 

已 知 应 (r) 的 1 个 本 征 函 数 ,构成 了 群 G 的 第 j 个 不 可 约 表 
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WA Ч, nj AK AE АЖ 0 |ф„\г)|]|,п=1,2,,/.НҢ 


VPREG Pke(r)= У, (К), „фі, (r) 


ID: (R) 是 群 G 的 不 可 约 表 示 ， 
MEAZ |ф,(т) A /个 不 同 的 本 征 值 已 * E, s=. + 
E, ÆA, 


H | = Eø. (r 
(r)@(r)= Er) | (51—17) 


Н(т)ф„(т) = Е„ф„(г) 
H E, * E, . WU Pa 作用 于 式 (5.1- 18581 ,得 
РЕН(г)ф(г) = РьЕ,ф(г)= EPro,(r) 
= E, DDR) mgh (r) (5.1-18) 
由 于 PAAP Ежа 


H(r)Prg(r)= H(r) DCR) mph (r) 
= X D(R), Alr), (r) 


= ZD (R), E, (r) (5.1-19) 
由 式 ($5.1 一 18) 及 (5.1 一 19) 得 


E, > D (R), el, (r) = 2 D'(R) mEngh (r) 
上 式 两 边 乘 以 w*(r) 并 对 整个 空间 积分 ,由 于 基 函 数 的 正 交 归 一 
关系 ,上 式 成 为 
ED (R) = D ( R),,E, 
即 
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(Е, -E,)D (R), = 0 (5.1 20) 


4 $n 时 ,由 于 假设 E, + Е, Ми, р (R), =0, п, 4E EE 
D(R) 是 对 角 的 ,因此 是 个 可 约 表示 .者 假设 A r)i 1 АЕ 
数 , 分 属 a 个 不 同和 值 , 则 矩阵 D(R) 是 包含 有 a + f FE RE BJ ЫХ 
对 角 和 矩阵 ,因而 是 一 个 可 约 表 示 . 而 题 设 D(R) 是 不 可 约 表 示 , 所 
ИД, 个 本 征 值 只 能 是 相同 的 .于 是 定理 得 证 . 

定理 三 # g(r) 依 哈密 顿 算 符 群 G 的 第 j 个 不 可 约 表示 的 
第 上 列 基 变 换 , 那 么 ,有 (r) (гт) КЖ G 的 第 j 个 不 可 约 表示 
ЖЕ 列 基 而 变换 ， 

WRA: REE PREG, A 


Ркф}\г) = NDI (R) mo, (r) 
及 


РЬН(г)=Н(тг)Рь 
以 PR ЕЖТҒЕЖН(г) фі (r), H EARI 


Рь[Н(г)ф(т)]= Н(г)Рьф(г) 
Alr) XD (R) mgh (r) 


SID (R), ГА (ғ) фі, Cr) 


I! 


L 


上 式 表 明 函 数 Н(г) (r) E КЖ G Жу 个 不 可 约 表示 第 列 基 
变换 的 . | 


55.2 和信 期 行列 式 的 块 对 角 化 


群 论 在 量子 力学 中 的 一 个 重要 应 用 ,就 是 简化 薛 定 组 方程 的 
求解 过 程 , 因 而 在 分 子 鸭 道 理论 及 固体 能 带 计 算 中 被 广泛 应 用 ,而 
其 中 所 包含 的 思想 是 十 分 简单 的 . 
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ЖЕНЕН ж, ЕА тшу 
H(r)0(r)= Ey(r) (5.2-1) 


的 能 量 本 征 值 K Hh BJ ЕЖА РЖ ¿(r), EEA EEH 
的 完全 函数 集 pl(r)、 ф›(г) f (r )] JF Ж 


J(r) = 2, c 9 (r) (5.2 —2) 
上 式 代 人 式 ($.2- 1 后 ,得 


2; cp lAp (r) - Epo(r)| = 0 (5.2 — 3) 


Dj col galr), Hp,(r)) —E(@(r),e,(r))i = 0 
其 中 g =1,2,*… (5.2—4) 


这 年 一 个 包含 无 限 多 个 方程 的 线性 方程 组 .为 使 展开 系数 c, 存在 
非 零 解 ,要 求 式 (5.2- 4) 的 系数 行列 式 为 零 B 


|(@,(r),He,(r))- E(e,(r),e,(r))] =0 (5.2—5) 


上 式 左 边 是 一 个 无 限行 和 列 的 行列 式 ,一 般 称 之 为 久 期 行列 式 , 式 
(5.2 一 5) 称 为 久 期 方程 .为 了 解 此 方程 ,必须 作 截 断 近 似 , 即 仅 取 
N 个 p,(r) 来 展开 本 征 函数 y(r). 这 样 , 久 期 行列 式 就 成 为 NN x 
N 的 行列 式 , 久 期 方程 就 是 下 的 一 个 NN 次 多 项 式 方程 ,可 解 得 N 
个 能 量 值 F. 将 每 一 个 能 量 值 E 代 回 式 (5.2 一 4), 即 能 求 出 相应 
的 一 套 系数 |c,| ,再 由 式 (5.2-2) 即 可 获得 该 能 量 Е 的 相应 的 本 
ЛЕ y(r). 

一 般 说 来 ,N 是 个 很 大 的 值 ,所 以 ,整个 计算 是 很 复杂 的 . 当 
我 们 应 用 群 论 以 后 ,可 将 计算 大 为 简化 而 又 丝毫 也 不 降低 计算 结 
果 的 精度 . | 

. 247 · 


不 变 算 符 的 和 矩阵 元 定理 ”如果 算 符 НЕШ G 的 所 有 元 的 作 
用 下 不 变 ,函数 集 Er RIEN 分 别 是 群 G 的 第 户 个 及 第 
i 个 不 可 约 表 示 的 基 呈 数 ,那么 , 算 符 Н ЮЖНЕ Е 

(of Afi) =8,8,(4, AF) (5.2-6) 
HH, APES и 无 关 的 常数 . 

WA: 由 5.1 的 定理 三 知 , 若 f, RR G 的 第 i 个 不 可 约 
的 第 上 & 列 基 , 则 Н, 亦 是 群 G 的 第 i 个 不 可 约 表示 第 & 列 的 基 . 根 
据 贺 数 的 正 交 性 定理 式 (2.5 一 8), 有 

(Ф, Ну.) = Óx: Lf 
其 中 f=(2@D, Hf) u 无 关 的 常数 ,定理 得 证 . 

久 期 行列 式 的 对 角 化 5 首先 将 式 (5.2 -2) 的 已 知 完全 
”函数 集 组 合成 依 群 G 的 不 可 约 表示 变换 的 函数 ,这 种 函数 称 为 对 
PE RER, iE ob (r). 这 个 记号 表示 该 波 了 汕 数 依 群 G 的 第 p 
个 不 可 约 表 示 第 m 列 基 变换 ,i 表示 具有 这 种 特殊 对 称 性 的 波恩 
数 出 现 的 次 数 .将 投影 算 符 作用 于 完全 函数 集 的 函数 上 , 即 可 组 合 


出 属于 群 G 的 对 称 化 波 函 数 . 然后 以 对 称 化 波 孔 数 将 本 征 孙 数 
(r ) Hš JF 28 


plr) = 2,22 eb (r) (5.2-7) 
将 上 式 代入 式 (5.2 - 1) ,就 得 到 久 期 方程 
C98, Не) – ЕСФ, Pn) |= 0 (5.2-8) 


JR Tis ЖЕ РЕ СИ E Ж FEE ВЛ K AE R RT Ж ЕЈС ХЕ, ohn gb) 及 

(о, Het, ) 仅 当 p=g 及 加 = 下 时 才 不 为 零 . 在 经 过 行 和 列 的 重 

新 调整 后 ,将 同一 个 不 可 约 表 示 的 同一 列 基 函 数 放 在 一 起 .这 样 ， 

久 期 行列 式 就 成 为 对 角 的 或 块 状 对 角 的 了 .由 于 久 期 行列 式 分 裂 

成 若干 个 较 低 阶 的 子 行列 式 , 所 以 ,求解 久 期 方程 的 数值 计算 量 就 

大 为 减少 1. 子 行列 式 的 维 数 取决 于 不 可 约 表示 出 现 的 次 数 ; 相 
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同 的 子 行列 式 数 取决 于 不 可 约 表 示 的 维 数 .例如 ,已 知 图 数 集 
os(r)1 有 六 个 函数 ,它们 可 以 组 成 依 群 G 的 不 可 约 表示 D' (一 
Ж). р ЖФ) Ж D;( 三 维 ) 变 换 的 六 个 对 称 化 波 函 数 : gp ; фт, ф2; 
p3,o3,op3. 由 于 群 G 的 不 可 约 表示 都 只 出 现 一 次 ,所 以 , 久 期 行 
列 式 是 对 角 的 , 即 子 行列 式 都 是 一 阶 的 .如 果 令 


则 和 久 期 方程 可 表 为 


К! 0 0 0 0 0 
о K% 0 0 0 0 
0 0 К 0 0 0 
= 0 
Ü 0 о Kh 0 0 
0 0 0 0 K3 0 
0 0 0 о о K} 


RP КИ =K}, Kii = К = Кз. 
如 果 上 述 六 个 已 知 函 数 , 可 分 别 组 成 群 G 的 不 可 约 表示 D! 
以 及 D 的 两 套 基 , 即 о! ; оі; фї ,ф1; ф51,› 022. 若 令 
КФ „ = (9, Hon) – Е( Ф, Pn) 
则 仅 当 g=p 及 n= m(i,j 可 不 相同 ) 时 , 才 不 为 等 .这 样 , 久 期 方 
程 可 表 为 


Kin Kiza 0 0 0 0 
Khu Kaz 0 0 0 0 
0 0 Кїн Кїл 0 0 o 
о о Kgn Ka 0 0 | 
0 0 0 0 КБ Кр» 
0 0 0 0 Кёр Кӯр 
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可 见 , 久 期 行列 式 分 裂 为 三 个 二 阶 子 行列 式 . 其 中 以 KZ n HR 
两 个 二 阶 子 行列 式 是 相同 的 . 

可 见 ,使 久 期 行列 式 块 状 对 角 的 关键 是 用 已 知 的 函数 集 组 成 对 
称 化 波 函 数 .下 面 的 例子 给 出 了 组 合 对 称 化 波 函 数 的 具体 步骤 . 

例 求 茶 分 子 (CeHe) 的 对 称 化 波 函 数 . 

(1) 分 析 所 研究 的 系统 的 对 称 性 ,确定 其 所 属 的 对 称 群 G. 

ЛЕНАТ 
原子 及 六 个 碳 原子 ,图 
5.2 # H f ERTA 
构 的 示意 图 .为 简单 起 
见 ,我 们 只 考虑 由 六 个 
碳 原子 组 成 的 结构 . Ж 
分 子 的 完全 对 称 性 群 
应 为 D。 群 .如 果 忽 略 
其 在 分 子平 面 上 的 对 
称 性 ,可 以 认为 茜 分 子 
具有 点 群 C, 的 对 称 
нЕ. | 图 $5.2 Æa TMA 

(2) 用 已 知 的 函数 集 作 为 对 称 群 G 的 一 个 可 约 表示 的 基 , 求 
出 这 个 表示 的 特征 标 . 

在 这 里 ,就 是 用 六 个 碳 原 子 的 波 函 数 作为 C, 群 的 一 个 六 
Жел Їй РА, H Pg 作用 于 每 一 个 基 哨 数 上 ,根据 式 (2.4 一 8) 


Рав," = УСК) авн) 


知 : 若 Prp, = Pa А, о, 对 可 约 表 示 D(R) 的 特征 标的 贡献 为 

1; 右 Ррф = Ф,\В wa), ЖА ф 对 特征 标的 贡献 为 零 ; 奉 Pre = 

-9 ,那么 ,9。 对 特征 标的 贡献 为 -1. 将 所 有 基 函 数 对 特征 标的 

贡献 加 起 来 ,就 求 出 可 约 表示 D(R) 的 特征 标 .上述 过 程 可 由 下 表 

示 出 ,并 得 到 C, 群 的 一 个 六 维 表示 的 特征 标 ( 已 假设 碳 原 子 的 波 
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МАНАХ). 


Ж 5.1 
Рр Ф; 
А Еф, C6 Ф; c 3 @; c 2 Ф; cip; сё, 
Ф Pı Pa Ps P4 P3 pi 
Рг p2 Фі Pe Ps Ра P3 
фз фз Ф» Ф: Фе ps Ф 
P4 Pa Фз Фэ Pı Ps Ф: 
ps ps Ф p3 p2 Pı Ps 
ps Pe Ps Фа P3 p2 Pi 
X(R)= | 6 0 0 0 0 9 


(3) 利用 约 化 系数 的 公式 (2.6 一 6), 将 可 约 表 示 约 化 为 不 可 
约 表示 的 直 和 .这 样 ,我 们 就 可 以 知道 ,用 已 知 函数 集 可 以 组 合成 
对 称 性 群 G 的 哪些 不 可 约 表示 的 几 套 基 郴 数 ,为 此 需要 知道 群 G 
的 特征 标 表 .在 这 里 就 是 C, 群 的 特征 标 表 . 


5.2 点 群 C, 的 特征 标 表 
С. 群 E C 6 C3 C2 


ci= c; ci= cë 


由 式 (2.6 一 6) 得 
aa=l,ap=l,ap=l Ж аҥк=1 
Вр 
Dg = ADBOE OE 


(4) 利用 投影 算 符 作用 于 gq; ,从 中 选 出 各 不 可 约 表 示 的 基 范 
数 , 这 束 是 对 称 化 波 晴 数 ( 如 采 各 流明 数 不 正 交 归 一 , 则 要 作 正 交 
归 一 化 处 理 ). 
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以 特征 标 投影 算 符 P. = 2 У xX*(R)" Pe 作用 于 oj ,得 到 
属于 不 可 约 表示 A 的 基 函 数 为 


| 
j= еф t Pat Ф,+ 9, ps + ф,) 
同 理 ,得 


_ 1, _ _ _ 
#в= CP, p, f P, Фф, t Ф. Ф.) 


2 3 4 5 
+ + + + + 
twp, to p, twp top tw ge) 


_ 1 
fe, = тебя 
_ 1 5 4 3 2 
бъ те о p, T% P, T o p, 十 @ Ф. + og.) 


1 | 
Ye ‚6% twp totp te to p tap) 


1 
des ер ар, ор д айр + wpe) 


H T #& Л nj ZJ & R IX Н — K , ВТЕ, EEA A ЖКТЕ РА ЖК E: H 
НЕЗ Н, L ЕП Ж ЛЕ 2 y f WJ РА y(r) 后 , 久 期 行列 式 就 
成 为 对 角 的 耻 . 


55.3 微 扰 5 起 的 能 级 分 裂 


如 果 一 个 体系 的 哈密 顿 算 符 A 可 以 写成 两 部 分 
H= Ho+V (5.3—1) 
其 中 应 。 是 简单 的 ,其 本 征 值 相当 易于 求 得 ; V Ж Н, 的 本 征 值 影 
响 非常 小 , 称 之 为 微 扰 势 .在 这 里 我 们 不 去 求解 薛 定 兽 方程 ,利用 
群 论 来 讨论 不 含 时 的 微 扰 势 对 能 级 简 并 度 的 影响 315]. 
(1) # A, BER G 的 对 称 性 , 微 扰 势 Ç АН С ЮА Ж 
性 ,而 且 ,G ЖС MW MP В, A-A, + 六 的 对 称 群 就 是 G .和 应。 
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AFA- fE ЖЩ |0 (т) |(«=1,2,+-,1/)Ж С 的 第 j 
ДЖ #4 8 28 89 ЖЕРЕ ЖК. MER AFERE 4. 群 G 的 第 j 个 不 
可 约 表示 也 是 群 G 的 一 个 表示 . 一 般 说 来 ,这 是 群 G 的 可 约 表 
示 , 可 以 约 化 为 群 G“ 的 若干 个 不 可 约 表示 的 直 和 . 即 


Di. = 》 Ф a, Diy (5.3-2) 
Ж р; #1, # DG FE 1, Ж, B. 
| l; = > ай, (5.3-3) 


Di- жн H B # F E — ВЕЕ K #E E BJ Ж ЙЕ РЕ СЫ ЛИ, ВТ 
以 ,能 量 本 征 值 是 1, 重 简 并 的 .这 表明 ,没有 微 扰 时 的 ¿L 重 简 并 的 
能 级 ,在 引入 微 扰 立 后 , 简 并 度 可 能 下 降 , 即 能 级 可 能 分 裂 ， 

(2) 若 微 扰 势 V 亦 具 有 和 群 G 的 对 称 性 , 则 H = H, + V ЖА 
有 群 G ЮЧИ. Н, 的 本 征 函 数 构成 群 G 的 不 可 约 表示 的 基因 
数 .所 以 , 微 扰 的 引入 并 不 引起 能 级 分 裂 . 

例 1 讨论 一 个 原子 处 于 简单 立方 体 的 晶 场 中 能 级 分 裂 的 
情况 | 

R: 设 晶 场 的 强度 大 于 原子 的 自 旋 轨 道 耦合 ,因而 可 将 后 者 
的 影响 略 去 ， 

原子 在 自由 空间 中 的 哈密 顿 H, 具有 全 部 转动 的 对 称 性 , 基 
Ho 属于 SO(3) 群 .现在 将 原子 放 到 简单 立方 的 电场 中 ,电子 就 受 
到 品 体 势 场 V 的 作用 ,这 就 是 微 扰 势 .V 具有 O 群 的 对 称 性 . 因 
J, H= H; + V 亦 具有 O 〇 群 的 对 称 性 . 

当 电子 处 在 自由 原子 中 的 / 态 , 则 相应 于 同一 能 级 的 21+1 个 
波 函 数 , 构 成 SO(3) 群 的 第 / 个 不 可 约 表 示 D'(wm,90), 当 原子 处 于 
简单 立方 品 场 中 时 ,体系 的 对 称 性 下 降 了 ,那么 ,原来 属于 同一 能 级 
的 27+1 个 基 函 数 , 现 在 是 否 仍 属 同 一 能 级 呢 ? 问题 可 归结 为 :对 
T 1 态 的 电子 来 说 ,把 SO(3) 群 的 第 ! 个 不 可 约 表示 De 中 与 O 群 
24 个 元 相应 的 矩阵 作为 O 群 的 表示 .这 个 表示 可 以 约 化 为 O 群 的 
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哪些 不 可 约 表 示 ? 为 此 ,只 要 知道 相应 的 特征 标 就 可 以 了 . 
根据 SO(3) 群 不 可 约 表示 D (eo ,0) 的 特征 标 公 式 (3.2 一 30) 
| . ] 
sin( ¿+ —)0 
00) = —— 


sin — 


2 
就 可 以 求 出 O 群 各 元 在 表示 Dc 中 的 特征 标 . 


Х(Е)=2[+1 
Х (со) = Х (я) = (-1): 
1 1=0,3,--- 
еса =x (SG) о тас 
— 1 1= 2,5, 
1 1=0,1,4,5,--- 
ТЕТЕ 
2 — 1 1=2,3,6,7, … 


将 这 些 结果 列 成 表 ,就 得 到 了 以 SO (3)# BJ + ARREN О 
群 的 表示 时 的 特征 标 表 . 


表 5.3 0O 群 的 表示 D' 的 特征 标 表 
8c; 3c бє; 6c4 
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利用 求 约 化 系数 的 公式 (2.6 一 6) 或 将 表 5.3 Ej k 5.4 作 比 较 ， 
即 可 知 表示 D 可 约 化 为 哪些 不 可 约 表示 的 直 和 .具体 结果 如 下 : 


í =0 
[= 1 


D° = р, 
р! = р, 
D= р, © 
D; 

D° = p, © 
D:DD; 

D =D @ 
D; WD D, © 
D; 


D°? 也 是 O 群 的 不 可 约 表示 
三 重 简 并 的 p 态 能 级 ,加 入 微 拢 后 
ЖАЗУ | 
五 重 简 并 的 d4 态 能 级 分 裂 成 为 两 个 
能 级 : 一 个 是 二 重 简 并 (Da ), 另 一 
个 是 三 重 简 并 (DD;). 

七 重 简 并 的 í 态 能 级 分 烈 为 三 个 能 
级 :一 个 单 态 (D,), 两 个 三 重 简 并 
(Ds 及 Ds). 

九重 简 并 的 g 态 能 级 分 裂 为 四 个 能 
级 :一 个 单 态 (D1), 一 个 二 重 态 
(D;) 和 两 个 三 重 态 (D4 及 D.). 


例 2 在 上 例 中 假设 对 称 性 进一步 减 小 ,例如 把 晶体 沿 一 个 
三 度 轴 方 向 作 一 拉 伸 ,这 时 微 拢 V 具有 Ds ЮЕ, Н = 
H + V 的 对 称 性 群 也 是 D; 群 .Ds 群 是 O 群 的 子 群 .上 例 中 得 到 
的 O 群 的 不 可 约 表示 ,现在 对 D, 群 来 说 又 可 能 成 为 可 约 的 了 . 

解 : 把 O 群 中 与 D; 群 的 群 元 相应 的 那 六 个 元 的 表示 矩阵 
抽出 来 ,组 成 D, 群 的 表示 ,这 种 表示 的 特征 标 表 列 于 表 5.5. 


表 5.5 以 O 群 的 不 可 约 表 示 作 为 D; 群 的 表示 时 的 特征 标 表 
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R 5.6 D, 群 的 不 可 约 表 示 的 特征 标 表 


将 两 特征 标 表 相 比 后 可 知 ,Di = А,,Р„= A, D= E, A, D.I. 
D, 及 D; 三 个 表示 对 于 D, 群 来 说 是 不 可 约 表示 ,相应 的 能 级 不 
再 进一步 分 裂 . D, = ЕФА,, 0, EA, 表明 当 简 单 立 方 唱 体 
受 拉 伸 时 ,三重 简 并 的 属 D, 及 D. 的 能 级 要 进一步 分 裂 ,都 分 成 
一 个 单 重 的 及 一 个 二 重 简 并 的 能 级 . 

上 面 两 例 的 结果 可 以 用 图 来 表示 ,由 于 群 论 只 能 判 类 能 级 是 
否 分 裂 ,而 分 裂 后 的 能 级 在 什么 位 置 ,哪个 能 量 高 ,哪个 能 量 低 l 
完全 不 能 判断 ,所 以 只 能 画 出 关于 能 级 分 裂 情况 的 示意 图 . 


(2) р (2) Е 


(3) D. { 


(1) D, (1) А, 
E 5.3 微 扰 引起 能 级 分 裂 的 示意 图 
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55.4 ЖЕР УЕ 


量子 力学 的 微 扰 理论 指出 , 当 体系 受到 含 时 微 扰 的 作用 时 , Ж 
系 将 从 一 个 量子 态 跃 迁 到 另 一 个 量子 态 ,跃迁 概率 可 表 为 


Жы = “| У, | on (5.4-1) 


”其 中 
V, = < 0, | V(t)| p> (5.4 —2) 


是 微 扰 势 在 末 态 J SPS p, 之 间 的 矩阵 元 , on 是 末 态 的 态 密 
度 . 如 果 和 矩阵 元 Vi 二 0, 从 初 态 ó, ARE ф„ AER E Ж E: R Н. 
仅 当 V 支 0 时 , 牙 迁 才 是 允许 的 .在 这 一 节 , 我 们 将 利用 对 称 性 
的 理论 来 预言 什么 样 的 跃迁 是 禁 式 的 ,什么 样 的 跃迁 是 允许 的 . 

矩阵 元 定理 (5 设 未 被 微 扰 体 系 的 哈密 顿 算 符 H, 属 对 称 群 
С, A, 的 本 征 态 是 按 群 G 的 不 可 约 表示 分 类 的 ,因此 ,可 将 它 
们 写成 好。 这 种 形式 , 式 (5.4 一 2) 可 改写 为 


V me = (Pn М) (5.4-3) 


即 末 态 具有 群 G 的 第 8 个 不 可 约 表示 第 n 列 基 的 变换 性 质 , 初 态 
具有 群 G 的 第 a 个 不 可 约 表 示 第 m 列 基 的 变换 性 质 . 若 含 时 微 扰 
势 V 是 坐标 函数 , 则 函数 УН А Ao 的 本 征 函 数 集 展 开 


Уфы = 2 Ф, с(а,р,т;8,9,п) (5.4-4) 


РИ 
可 见 ,函数 Vy, 是 由 群 G Жж T + Á nj 277 BJ ЖЕ РЫ 2 TE H 
合 而 成 的 .如 果 它 不 含 群 G 的 第 B 个 不 可 约 表 示 的 第 nn У] Ж РЫ Ж 
Z, MU ЖЖ с(о, р, т;В,9,п) = 0. ЖАЛЕ R B F 2k, 
从 式 (5.4 一 4) 可 求 得 
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c(a,b,miB,q,n)= (Yn, Уфы) (5.4—5) 


因此 ,展开 系数 为 零 就 意味 着 从 Yom A yin IERIE ЕЖЕ В. 

概括 上 述 内 容 就 得 到 和 矩阵 元 定理 :如 果 函 数 VYWz,。 并 不 包含 
依 群 G 的 第 8 个 不 可 约 表示 第 n 列 基 哺 数 变换 的 部 分 ,那么 , 短 
阵 元 (gp, , Vm) =O. 

应 用 直 积 表示 的 理论 可 以 方便 地 确定 Vy 是 否 包含 业 , 的 成 
份 . 函数 Vy 可 用 来 荷载 群 G 的 一 个 表示 ,由 于 V, КЕ Ho 的 
本 征 函 数 , 这 个 表示 ( 记 作 р), ПВН У K 
Pm 荷载 的 表示 D, 及 D° 直 积 而 成 的 , 即 


D = D,@ D' (5.4-6) 
直 积 表示 D 可 约 化 为 群 G Юл Ву ЕСИ, B 
D, @ D° = У @ a, D (5.4-7) 


如 果 as=0, 表 明 直 积 表示 D 不 包含 不 可 约 表示 D8, 因 此 ,矩阵 元 
(V, )=0. 在 微 扰 势 V 的 作用 下 ,从 00, Pl Yin WJ EK YE ЖЖ 
Ж.Ш Ж ws 天 0 , 直 积 表示 D 含有 不 可 约 表示 D 这 时 还 需 进 一 
步 确定 ур 是 否 包 含 了 D 的 第 a 列 基 函 数 . 如 果 不 包含 这 列 基 
函数 HERE (0. o Vn) = 0, EK IT E SE K BJ MRA Y ЖР 
数 yP, , 则 矩阵 元 (1p, Удо) О, ЙЕ. 

约 化 系数 а, 可 以 由 公式 (2.6 - 6) 求 得 ,由 于 直 积 表示 р = 
D.D: ,所 以 ,我 们 将 es 改写 成 8,,, 而 且 当 


„# = У (в) (К) КК)" = 0 ' 
g (5.4-8) 


(d Уфы) = 0 | 
这 就 是 矩阵 元 定理 的 数学 表达 式 . 但 要 注意 的 是 , 当 п „+ 0 时 ， 
唉 迁 是 否 允 许 , 还 需 作 进一步 分 析 . 
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ЕВ B ЖЕЕ ЖЕНЖДЕ ENS муза зк {ШЖ SE BJ BT 8] 
起 的 牙 迁 ‚Ж ЖК 5 КВ {4 ЖЕКЕ. НИЖЕ р = er 是 一 个 矢量 
算 符 ,其 分 量 为 ez ,ey 及 ez. 为 了 讨论 体系 各 量子 态 之 间 跃 迁 的 
选择 定 则 ,需要 了 解体 系 所 属 的 对 称 群 G. 在 这 里 ,我 们 假设 群 G 
就 是 Cy, 群 . 

从 Cs, 群 的 特征 标 表 看 到 ,一 维 不 可 约 表示 D 的 基 为 z, 二 
维 不 可 约 表示 Р? НЕЕ > 及 y. 因 此 , 电 偶 极 矩 的 三 个 分 量 可 以 
成 为 D! 及 D> 的 基 , 即 


D. = D!G р? (5.4 — 9) 


现在 我 们 讨论 分 属于 D! 及 D° BJ W 4 # ZE BJ КЕЕ Ж 

Ж. EDSR D“, 则 作出 直 积 
D,®D* = (D'OD OD = DOD’ 

并 不 包含 D', 因 此,D“ 一 D!' 的 跃迁 是 禁 戒 的 . 若 初 态 属 р, р, 
D! = DOD, RRES D“, 所 以 ,Di 一 D? ñJ EK IF ti ДЖ). 

为 了 作出 所 有 态 之 间 医 迁 的 选择 定 则 ,首先 作出 С, ЖЕ 
可 约 表 示 的 直 积 如 下 (D'、D*、D?、D4 及 DD 分别 对 应 于 A..B.. 
В.А, K E): 

D'OD = Di, i=1,2,3,4,5; 

рр? = р!; 

рр? = р*, рр? = Р}; 

POD = р, р@р* = 0°, DiGD: = DT 

POD = p°, DOD = р, D'OD = D$, 

DOD’ = РФРФРФР*. 
然后 ,作出 D,D (:=1,2,3,4,5), RHEA D: ЖЕКЕ А 
ж 09 . Е: 

(1) ЕВ Ж B zx 分 量 的 作用 下 , D — D' (1<:<5) ЮК 
ВЕ +; VE KS , R: E EK rT. Е 38 К; 
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(2) 在 电 侦 极 矩 的 过 及 > 分量 的 作用 下 ,D:— D (1< ¿<4) 
的 牙 迁 可 能 是 允许 的 ,其 余 的 跃迁 则 是 禁 戒 的 . 

nf „# 0 就 是 可 能 允许 的 跃迁 ,这 时 , 需 作 进一步 分 析 才 能 得 
出 肯定 的 .正确 的 结论 .例如 ,一 D- 及 D°— Dš Z BJ B EK xf ul 
能 是 允许 的 ,但 бф Ж Jp1 悦 Wr 的 跃迁 是 否 允 许 的 呢 ?” 从 
Cs, 群 的 特征 标 表 知 ,D5 的 第 一 列 基 函 数 y51 与 x 的 变换 性 质 相 
同 ,所 以 ,jy51= Cerpi eyg ezy51) 的 变换 性 质 均 与 J5,( 与 y 
同 ) 及 4.05 ху(х^- у) ЮН) Ж, И, ЖЕЕ (5,5) =0, 
(él, uo) =0. PE ЛОКО ЯЕ ЖО. ЇН (5, , рў) O, 
ВЦ, ф.о В] ЖЕЕ УРН. 

ШИ КЕЕ KARENO EANET 
称 夺 矢量 ) 算 符 , 以 及 = (R,,R,,R,) 标 记 . 其 变换 性 质 如 同 两 个 
矢量 4 与 B 的 叉 乘积 一 样 , 即 . 


R, = (А,В, - A.B,), 
R, = (А,В, - А,В,), | (5.4—10) 
К„=(А,В,- A,B). 

轴 矢 量 在 转动 操作 作用 下 而 变化 ,如 


Сл, = R. , s K, = Rz» IR =R. , 


z 


s R,= -R., со, 一 Re 


这 种 变化 有 如 绕 > 轴 按 右手 螺旋 方向 流动 的 电流 环 ,所 以 ,也 可 
形象 地 将 轴 矢 量 比 作 电 流 环 . 轴 矢 量 亦 可 成 为 群 G 的 不 可 约 表示 
НО р Ж. 

为 了 确定 在 磁 偶 极 和 矩 R 作用 下 的 选择 定 则 ,首先 要 找 出 以 R 
为 基 的 表示 D, ,其 他 的 讨论 均 与 电 偶 极 既 迁 相同 .我 们 仍 假 定 所 
研究 的 体系 具有 点 群 C4. 的 对 称 性 .由 Cs, 群 的 特征 标 表 知 D. = 
D 中 D”. 表 SS.7 列 出 了 电 偶 极 矩 及 磁 偶 极 矩 的 可 能 允许 的 跃迁 ， 
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其 中 pn „М R ,表示 侦 极 窍 的 极 化 方向 党 Pd #7 j, 及 R, KK 
与 z 轴 垂 直 的 极 化 . 


表 5.7 ARE 4 VF BJ Fa 4848 JE ( z ) аА 3E ( R ) АЈА 


D! D: D° р“ D° 
nR 
D° Fy R; — АК, 
D; Ey 一 АК 
D. ку АЕ 
Ds У, 


具有 上 反 演 中 心 的 体系 的 跃迁 选择 定 则 体系 具有 反 演 中 心 ， 
其 对 称 群 G 就 是 正当 转动 群 CR 与 反 演 群 C; 的 直 积 群 ,其 不 可 约 
表示 的 特征 标 表 可 由 Gr 及 Ci 的 特征 标 直 积 而 成 .如 果 正 当 转 动 
群 CR 及 Ci 群 的 特征 标 表 为 


其 中 D。 是 具有 偶 宇 称 的 不 可 约 表示 ,它们 在 反 演 了 的 作用 下 不 
变 号 ;D， 是 具有 奇 字 称 的 不 可 约 表示 ,在 反 演 1 的 作用 下 反 号 . 
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H IB K E z # K W ER F K 5,15 BR 8 а 3 АЛ HARIR 
З РИ ACA АН ЇН] AO ЯР ЕШ ТЫ, АВ IB F #z É) Ж ЇН] ШУ) EK r 6 
ARH. NS D, АЖАТ, AA, DOD VERA AFRIK 
示 ,不 可 能 包含 有 偶 宝 称 的 不 可 约 表 示 , 即 af = 0, Pi ARRE E 
禁 式 的 . 同 理 , 具 有 奇 宇 称 的 态 之 闻 的 跃迁 也 是 禁 戒 的 . 

Ж 8 KO E R 在 反 演 了 的 作用 下 不 变 , AARAA TI. 
D, D, 二 р, Жа Ж, рор, = р, жаз 
НО. ТД, АЗК НО Ж 2 [B] Ч ЕЕЕ АЕ ЖЕ В В. 

与 振动 耦合 的 跃迁 的 选择 定 则 !4 在 一 些 具有 反 演 中 心 的 
分 子 或 晶体 中 ,常常 观察 到 似乎 是 不 可 能 存在 的 弱 的 电 偶 极 矩 的 
有 跃迁 .例如 ,过 渡 族 金属 离子 (Ti,V,Cr,…,Cu 等 ) 的 d 态 之 间 的 
跃迁 .d 态 波 函数 的 变换 性 质 如 同 偶 宇 称 的 不 可 约 表示 的 基 哨 数 
一 样 ,而 电 偶 极 矩 则 具有 奇 字 称 不 可 约 表 示 的 变换 性 质 , 所 以 ,d 一 
d 态 之 间 的 跃迁 是 禁 戒 的 .而 实际 上 却 存 在 这 种 跃迁 .原因 就 在 于 
热 振动 的 参与 . 

当 丁 寺 0 时 ,分 子 或 晶体 总 存在 原子 的 热 振 动 ,所 以 ,体系 的 
” 波 函 数 应 该 是 电子 的 波 殴 数 %. 与 振动 波 函 数 BRER ЖЫ pe 
表示 体系 的 基态 波 沙 数 , 以 yy 表示 激发 态 ,那么 , 电 侦 极 距 迁 的 
矩阵 元 就 可 表 为 


Vme = < фф. Ai 办 内 > (5.4—11) 
其 中 ,振动 的 基态 波 函 数 y, 具 有 和 恒 等 表 示 О! 的 变换 性 质 .如 果 范 
数 jg, 由 .包含 有 yyy。,; 那 么 ,跃迁 就 是 允许 的 了 .我 们 以 共有 
Can 对 称 性 的 系统 为 例 , 抄 出 与 振动 耦合 的 跃迁 的 选择 征 则 . 

Ж 5.8 Cn 群 的 特征 标 胡 
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现在 考虑 A, 一 A, 电 子 态 之 间 的 跃迁 .如 果 振 动 的 激发 态 yr 
具有 A, 表 示 的 对 称 性 ,那么 ,函数 yy 是 表示 AQA, = A, 的 基 
KAA. ERRARE > 分 量 的 作用 下 ,基数 jg = ezp p EHEER 
л AAGA = AKERA. A, EET po erp pe) * 0, 
d—d WREE RFK f HE, E ó, 属 不 可 约 表示 B, ERE 
方向 在 zy 面 上 的 电 偶 极 矩 作用 下 ,也 可 实现 d 一 d жх. 

表 S.9 列 出 了 在 热 振动 参与 下 ,具有 Cazh 群 对 称 性 的 体系 的 
Ж n] fe VF ЕКЕ. ЖР A... KOR y, 属 A, 不 可 约 表示 , 电 
84 ЕНЖЕЛ ji z 轴 方 问 . 其 它 类 推 . 


不 存在 反 演 中 心 的 体系 ,由 于 热 振 动 的 参与 ,也 可 使 原来 禁 戒 
的 电 偶 极 跃迁 成 为 可 能 .例如 ,具有 Cs, 群 对 称 性 的 体系 ,Di 一 DD 
的 电 侦 极 跃迁 是 禁 戒 的 .但 车 存在 具有 D? 对 称 性 的 简 正 模 , 就 可 
以 观察 到 沿 z 轴 方 向 极 化 的 D' 一 D” 电 偶 极 跃迁 .如 果 简 正 模 是 
D° 对 称 性 的 ,就 可 以 观察 到 极 化 方向 沿 х SHE y 38885 D! — Dš A 
(RR ЖЕ. 

ZI IR Ж u В ЕЕ НИ ВЕЕ Ш 当 电 磁 辐 射 与 物质 (分 
子 或 晶体 ) 相 互 作 用 时 ,物质 会 吸收 或 发 射电 磁 波 ,而 自身 则 从 一 
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个 态 跃 迁 到 另 一 个 态 .在 电磁 辐射 不 太 强 时 , 它 对 物质 系统 的 作用 
可 看 作 是 微 扰 ,而 且 可 近似 地 看 作 是 电 偶 极 矩 微 扰 势 . 

如 果 体 系 存在 原子 热 振动 ,其 简 正 模 的 频率 恰 在 红外 波段 ,于 
是 ,红外 光波 的 微 扰 作用 就 使 体系 由 一 个 振动 态 跃 迁 到 另 一 个 振 
动态 .这 就 是 红外 吸收 .在 实际 工作 中 人 们 往往 仅 对 从 基态 跃迁 到 
第 一 激发 态 的 “基本 吸收 ” 感 兴趣 .下 面 ,我 们 以 分 子 为 例 找 出 基本 
吸收 的 选择 定 则 .对 于 晶体 亦 有 类 似 的 结果 . 

8 4.7 给 出 了 分 子 振动 的 波 函 数 ,并 讨论 了 各 振动 波 函 数 的 
对 称 性 . 基本 吸收 的 跃迁 概率 仍 由 式 (5.4 - 1) 给 出 ,这 时 的 初 态 
фь 应 为 分 子 振动 的 基态 (这 个 态 的 波 函 数 依 对 称 群 的 恒 等 表 示 变 
№), KS ç, 应 为 振动 的 第 一 激发 态 (其 波 函数 的 变换 性 质 与 简 
正 模 同 ). 如 果 简 正 模 依 不 可 约 表 示 DP 变换 ,而 以 x、y、z 为 基 的 
ERD, 包含 了 这 个 不 可 约 表示 时 ,由 基态 到 第 一 激发 态 的 跃迁 是 
允许 的 ,否则 就 是 禁 戒 的 .例如 水 分 子 , 具 有 C2, 群 的 对 称 性 ,三 个 
振动 正则 模 分 别 依 A, 和 B, 变换 (2A;+ Bi). 电 偶 极 矩 的 三 个 分 
Жини, R u, 分 别 依 不 可 约 表示 В,.В, K A, 变换 . Ос 7 Ж 
态 , 少 表示 激发 态 ,根据 式 (5.4- 8) 就 可 以 得 到 水 分 子 基 本 吸收 
的 选择 定 则 : 当 gE 属 A 时 ,在 六 Жи, 的 作用 下 ,跃迁 是 禁 戒 的 ， 
在 u, 作用 下 ,跃迁 是 允许 的 ; 当 pE B, 时 ,在 u, 的 作用 下 ,路 
迁 是 允许 的 ,在 u, Ж n, 的 作用 下 ЕЮ. 

如 同 在 讨论 电 偶 极 跃迁 的 选择 定 则 时 那样 ,只 给 出 体系 所 属 
的 对 称 群 G ,可 以 不 详细 研究 振动 模 ,就 能 给 出 具有 这 种 对 称 性 
的 分 子 红外 吸收 的 一 般 选择 定 则 . 

当 有 一 束 很 强 的 频率 特别 窑 的 光 ( 如 激光 ) 人 射 样品 ,人 们 观 
察 到 从 样品 中 散射 出 来 的 光 的 频率 w.. 与 人 射 光 的 频率 о, 
这 种 现象 称 为 拉 股 效应 .这 两 个 频率 之 间 的 关系 是 


© = Wn GO ab (5.4 — 12) 


其 中 
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wa = (E +17 E,)/h (5.4— 13) 


散射 频率 比 和 人 射频 率 高 还 是 低 , 取 决 于 分 子 是 从 低能 态 到 高 能 态 
还 是 从 高 能 态 跃 迁 到 低能 态 . 由 于 历史 上 的 原因 ,这 两 种 跃迁 分 别 
称 为 斯 托 死 斯 跃迁 及 反 斯 托 死 斯 跃迁 .详细 的 研究 证 明 , 仅 当 在 末 
态 |a > ‚17 Ж | 5 > Җ A& Es rh |a] 55 |: > 之 间 存 在 偶 极 矩阵 元 时 , 拉 
曼 跃 迁 才 可 以 发 生 , 即 当 


<alrli><ilrlb>=<alrrlb>0 (5.4-14) 


时 , 拉 曼 跃迁 才 可 发 生 .引起 拉 曼 跃迁 的 算 符 rr 包括 了 坐标 的 所 
ARRET: ry nz ayar 及 yz. 当 简 正 模 所 属 的 不 可 约 表 示 
D? 包含 在 以 这 些 双 线 性 项 为 基 的 表示 中 时 ,由 斯 托 克 斯 跃迁 引起 
的 拉 曼 激发 才 是 可 能 的 .例如 上 有 具有 点 群 Ca X PR FE BJ) Л T (ak ña 
体 ) 双 线性 项 z*、y*、z“ 依 А, 变换 ,zy、 zz 及 yz DIKA, B 及 
B, 变换 ,因此 ,所 有 的 简 正 模 都 可 以 在 拉 曼 谱 中 观察 到 .上 其 有 点 群 
C4 对 称 性 的 分 子 , 当 简 正 模 依 А, 变换 时 ,不 能 在 拉 曼 实验 中 观 
察 到 .对 AB, 分 子 , 其 简 正 模 有 2A1+2B1+ B+2E, 所 以 全 都 可 
在 拉 曼 实验 中 观察 到 . 

能 在 红外 吸收 及 拉 曼 激发 中 被 观察 到 的 简 正 模 , 分 别称 为 是 红 
外 激活 及 拉 曼 激活 的 .由 于 拉 曼 跃迁 算 符 具有 侦 宇 称 ,因此 ,对 于 具 
有 有 反 演 对 称 性 的 分 子 及 蝇 体 ,相同 的 振动 频率 不 可 能 同时 是 红外 激 
活 和 拉 曼 激活 的 ,如 有 果 一 个 简 正 模 是 红外 激活 的 , 那 它 就 不 是 拉 曼 
激活 的 ,反之 饼 然 .这 就 是 排斥 原理 .对 于 不 具有 反 演 对 称 性 的 分 子 
或 晶体 ,可 以 存在 能 同时 为 红外 激活 及 拉 曼 激活 的 简 正 模 , 如 压 电 
品 体 就 至 少 存在 一 个 可 同时 被 红外 及 拉 曼 激活 的 简 正 模 .又 如 水 分 
子 的 所 有 简 正 模 都 既是 红外 激活 同时 又 是 拉 曼 激活 的 . 


$5.5 МАН 许 3 的 理论 00203 


到 目前 为 止 , 本 章 所 介绍 的 理论 都 是 针对 粒子 自 旋 为 零 , 或 是 
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体系 的 哈密 顿 算 符 不 显 含 自 旋 的 情况 .现在 ,我 们 要 将 理论 推广 到 
自 旋 方 的 情况 . 

旋 量 波 函数 的 变换 “在 计 人 自 旋 但 不 考虑 自 旋 轨 道 烟 合 的 情 
况 下 ,电子 的 波 函数 可 表 为 


fst,0)= ó. (r)oe,( 6) (5.5—1) 


其 中 ,ylr) 是 $5.1 的 不 含 自 旋 的 H ЖЕМ, Е H 所 属 的 
群 G 的 不 可 约 表示 分 类 , 故 可 表示 为 gilr). o (о) B ЕРА 


А 1 
(s=1,2) ,是 个 施 量 ,s 1,g,(5)= | | 对 应 于 自 旋 为 + 二 的 情 


А 0 
Язз=2,е,(6)= | „Натай -ENRE EF TREE 
Jr,G) 上 的 函数 变换 算 符 Q, 亦 可 写成 两 部 分 ， 
Qar = PRP, (5.5-2) 


其 中 算 符 PR 仅 作 用 于 位 置 的 函数 到 (r) 上 , 算 符 已 仅 作 用 于 自 
Ж о, (6) Е. TE 


Оку, (ғ,6) = Pagi (е)Р,, (6) (5.5-3) 
由 式 (2.4 一 8) 及 式 (2.4 一 6) 知 

Рьф (r) = 2; ;D:(R)a d5(r) 

B 
及 
Рр, (ғ) = & (R !r) 

现在 的 任务 是 要 确定 自 旋 函数 的 变换 算 符 P .在 8$3.3 我 们 用 二 
维 么 模 么 正 群 中 的 一 个 元 u XF EE h EEEH, 48 uhu! = 
h = 5G. 这 个 等 式 的 左边 应 为 


= хис и !+ уивуи |+ жиби !=г'б. (5.5-4) 


r G= r: (5.5— 5) 


再 利用 关系 式 tr(oio; ) = 206; ,可 将 矩阵 R(w) 的 矩阵 元 表 为 
Е(и)»=-у\т(биби^!) (5.5—6) 


А, 8 — МЕРЕ h ER h WEE u 就 是 与 R 相应 的 
目 旋 算 符 的 变换 矩阵 ,与 u AH BJ РА ЖЛЕ R F f P, 就 是 当 二 维 空 
BJE R 转动 时 作用 于 自 施 函数 上 的 变换 算 符 P. H + AJER% 
p(o) ERE, Pr, P, ЛЖ Я ВЕ, В 


pao -ea 


ZAGEN UE. J epit aga) 
(5.5—7) 
由 此 得 到 


s =] 


Pip(C) = >уи(Е)„ф,(@) 


>) DICR) gp (6) — (5.5—8) 


于 是 , 式 (5.5 3) 就 可 表 为 
Qa (r, ê) = Урс), D DECR) (r) у (6) 
= DDR) E galr) (5.5-9) 
对 于 Q ,由 于 与 RANAN ELELEE- u (R) M 
1 


Qa, (е,9) =- DDR)? а (r, 6) (5.510) 
2. | 


` 267 > 


通常 都 将 两 分 量 旋 量 肾 数 写 作 2 x 1 ВЕ Е, LJ PU Р Bi 
ЮЖО, BI 


оа е 1 МИ 


ña (r,6)1 |0. (ғ), (6) 
以 Q. 及 QR 作用 于 其 上 ,得 
Орр, (r o) = (К), (R 'r,o) | 
Оврё„(гт,д)=—-и(Е)ф„(Е r,o) 


定理 每 一 个 算 符 Qr K QOEM + B Jë Et РА ЖОНУ) Ж Z 18 *$ 
空间 中 的 么 正 算 符 . 即 


(Qp Qa) = (Орр, Ө )=(ф,) (5.5-12) 


(5.5—11) 


其 中 


(ф,ф) = >| e: (г)ф„(г)аг 


а = 1 


=| Себе) (к0н (5.513) 
证 明 : ”由 式 (5.5 一 11) 得 
(Оке, кф) = (ARP QRY) 
= | Сеск) а СЕ) (Е) (Е lr)dr 


= | [Ф(Е !r)] gy(R lr)dr 
因为 u(R) 是 勾 正 矩阵 ,ua (R)iu(R)=1. 令 Ri!lr=r, 则 dr= 
Jdr .J 是 雅 可 比 行列 式 , 定 义 为 


дх/ дт. дх®/ду. Izraz 
J=detlay/ar ду/ду 9y/9z |=detR= +1 
д«/дхт' dz/dy д&/д' 
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上 式 中 的 一 1 对 应 于 R 为 非 正当 转动 的 情况 ,但 当 К 为 非 正当 和 转 
动 时 ,三 重 积分 | dr 的 积分 上 、 下 限 变 换 奇 数 次 .例如 反 演 I, 


六 = 六 = -r+, 所 以 , 当 将 积分 变量 改 为 时 ,三 重 积 分 的 上 、 下 限 
均 改 变 , 即 成 为 | -dar = | ar ,因此 ,有 


(Qro, кф) = (Ор, QRY) = | [е(т)1'д(г)4, = (Ф,ф). 


旋 量 哈密 顿 算 符 的 群 €H 旋 轨 道 耦合 项 的 单 电 子 哈密 顿 算 
符 百 (r) 可 表 为 


H(r)=H Xr)+H,(r) ` (5.5 - 14) 


式 中 H, (r) 3 E B e йа ТЮ RAA, ER (5.1 - 11) 
A i, Alr) E B ЖОЙ А ВЕ. 
Hi(r)= 3(V \(г)хУ)-6 (5.5-15) 
RP m 是 电子 质量 ,c 是 光速 ,6 = (0,,6,,6.),0,,6,,0, 是 泡 
利 自 旋 和 矩阵 .可 见 , 计 人 自 旋 轨 道 耦合 的 哈密 顿 算 符 是 个 2x2 s 
阵 算 符 , 它 作用 于 旋 量 波 函 数 上 , 故 称 之 为 旋 量 哈密 顿 算 符 ， 
E ЖЕРЛЕ 


H(r)y(r)= Ey(r) 


ЭК RAN 
^ g(r,1) ф(\г,1) o 
Н -EL (5:516) 
定理 一 ”如 果 Н(г) Е 
B(r)=u(R) 1Й(Ег)и(Е) (5.5—17) 
则 有 
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x On a (5 < 18) 
Ой (г) = Ё (ғ) Ок | 


WR: < /(г)ЕЖ ЕДЕН р, В 


НИ 


f(r)= O 


哈密 顿 H (r)E 2х2 的 矩阵 算 符 ,可 表 为 


RD) | 
Halr) H>(r) 
于 是 
. Н убт) бг) +81, (е) (е) gi1(r) 
FA) РКИК + Aa (r) f>(r) |- Pr 
=@(г) (5.5—19) 
取 g(Rr)= B(Rr)f(Rr) (5.5 — 20) 
得 


g(r)= Prg( Rr) 
根据 式 (5.5 一 19) 及 式 (5.5 一 20), 上 式 可 表 为 


Я (г) (ғ) = PrB(Rr)f(Rr)= РЬЙ(Ег)РЕь!/(г) 
(5.5 21) 
由 题 设 式 (5.5 一 17), 得 
H(Rr)=u(R)H(r)u(R) ! 
以 此 代入 式 (5.5- 21) , 即 得 
H(r)f(r)= Pk (R)B(r)u(R) ЇР Ї!/(т) 


= ОН (ғ) Әк f(r) 
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由 于 f(r ) 是 任意 的 旋 量 函数 ,所 以 ， 
H(r)= QrH(r)QR! (5.5 — 22) 
同样 可 以 证 明 : (г) = ОБ (г) ӨЕ. 
定理 二 ЫҢ(г) = Н,(г) + H, (г) TF A B ЁН 
BERAR. E H (r) t G W B (r) БХ GP. 
ШЕВ. 只 要 证 明 H(r)W 5005.5 17) В. 
取 REG, 则 ñ. (r) = B (Rr), ñ (r) аА, И, У 
u(R) 对 易 , 于 是 有 
Ho(r)=u(R) !ñ,(r)u(R) (5.5— 23) 


(rr) 由 式 (5.5 一 15) 给 出 ,其 中 的 三 重 积 可 写成 


д\у'(г)/дх 9V(r)/9y 9dV(r)/9xz 
Е 92/2 у Ә/Ә = | 
ó. 8, А 
(5.5 24) 
, . 2 
u(R) Hi(Rr)u(R)=— det 
41т с 
dV(r )/3x 32 V(r )/2y aV(r )/2x> 
pas 2/9 у" 9 /9% 
б. ë, 6. 
HEP r = ре, У( г) = V(Rr)= V(r) (5.5- 25) 


G = (В) UL(R)， i 代表 yz 
如 能 证 明 式 (5.5 一 25) 中 的 行列 式 与 式 (5.5 一 24) 的 相等 ,就 证 明 
f Hñ (r)W EsK(5.5-17). 
将 r= Rr K r= R ir H BR EBE z; 


E: К Кр Kijífz £ Ra Ra Rz Й 
> = |Ra Rx R> yi. = | Ro Rx Ку, y 
z Ку Ку Куз]! z Куз Кәз R33 z 
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于 是 ， 


3 _33z ,aay，aaz 


d д d 
= Киз t R123, + Кузэ 


А 3 ] А (5.5 -— 26) 
Jy “э Козу + Rag 
Ә д 3 д 
PZ “эдт ^%ау F332 
由 于 REG, 所 以 ,V(Rr)= V(r )= V(r), 于 是 ， 
IaV(r _ƏV(r) , ƏV(r) IV(r) V(r) 
ax _ Ba x = К дт + К, dy + Кз де 
IV(r) IV(r) IV(r) IV(r) 
gy T Ra эу 427—9 y t Кз. 
dV(r) n ƏV(r) 3V(r) 3V (r) 
P Кз а, + Кэ Jy t Кз” 
(5.5-27) 


将 式 (5.$-S) 重 新 写成 


ж'б„+ y'G,+ тб„= тиби ! + уиби |+ гиби ! 
(5.5—28) 
EA у= x =0RBfvF, 48 


А -1 __ A ^ A 
иси = Rus, t Rae, + Кус, 


其 中 w=wu(R) 是 与 + = Rr 相应 的 二 维 么 模 么 正和 矩阵 ,xz = 
u(R I). EAR = R KR M) ЕЖА 
u ви= Rae, + R26, + R6, 
同样 可 求 得 и 'ou= Rue, + Ев, + Rze, (5.5—29) 
и lgu = Куб, + Куе, + R36, 


124 (5.5 – 26) .(5.5 – 27) Ж (5.5 29) А (5.5 一 25), 得 
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u(R) Н (Rr)u(R)= 
a9V(r) ƏV(r) ƏV(r) 


, дт ду gz Кү Ra Ки 
гуде д 9 д К Кә Rz 
Jx д д< 
| > Кз Кз R; 
G, б, б, | 
aV(r) ƏV(r) 9V(r) 
, 92 Jy Jz 
= 3 ә ә |а 
4im C Jr Jy Jz 
ó 6 A 
(5.5- 30) 


# R 为 正当 转动 , 则 det R =1, 式 (5.5 - 30) 右 边 就 是 Å (r). W 
此 ,站 ;Cr) 满 足 式 (5.5-17); 若 R 为 非 正 当 转 动 , 可 将 R 表示 为 
反 演 了 与 正当 转动 的 乘积 ,这 时 , 式 43.$-26)、(S$.5- 27) (5.5 
-28) 的 右边 变 号 ,而 det = -1, 因 此 在 式 (5.5 - 30) 中 行列 式 
之 积 不 变 号 , 故 H (r)iWWia K (5.5-27). 

综 上 所 述 ,我 们 得 到 


H(r)= Ho(r)+ ñ (r)=u(R) !H(r)u(R) 
(5.5—31) 
因此 ,Н(г)[ Жї Q, 及 Qi 对 易 . 由 于 算 符 集 { Qk] + QRS 
双 群 C”" 同 构 , 所 以 , 计 和 人 自 旋 鸭 道 耦合 的 哈密 顿 算 符 ÚH (r) Ж 


”是 双 群 GP. 


旋 量 基 邢 数 与 能 量 本 征 值 在 这 里 ,我 们 将 对 标量 函数 适用 
的 整个 理论 ,推广 到 有 两 个 分 量 的 旋 量 函数 的 情况 . 
定义 NA СОНУ Е р 
В (+E XX JW ЮЖ КАЖ E Id. (r)i,n= 1,2,…， 
/ ,如 果 对 于 每 一 个 REG 的 变换 都 有 
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Окф„\т) = X D(R), $, (r), 
及 di (5.5 — 32) 


Qa, (r) = 2, DCR) mn Ym (r) 
其 中 ,n=1,2,…,/. 
则 这 / 个 旋 量 函 数 就 构成 了 双 群 G? 的 一 个 1 维 表示 Осон Ж РЁ 
数 . 旋 量 函 数 J,(r) 称 作 依 表示 Dec? 的 第 n 列 变换 . 
将 式 (5 .5 一 32) 写 成 分 量 式 


Qa, (r) = УРСР) „Ф. (r) 
"с (5.5—33) 


Qa (r) = $) DCR) „фы (r) 


对 7 =1,2,…, 及 a =1,2 成 立 ， 
定理 (г) KG BLAA E yE 


H(r)y(r)= Еф(г) 


的 ! 重 简 并 本 征 值 E ЖЛЕ ВЖ, ЖЕЖ Ж | ф„(г)|л=1,2, 
= LÆR HH(r) 所 属 的 双 群 G? 的 一 个 1 维 表示 的 基 . 

定理 的 证 明 过 程 与 $5.1 定理 一 完全 相同 ,只 是 将 标量 本 征 
ЯХ 办 (r) 换 成 放量 本 征 函 数 y,(r), 并 以 旋 量 函数 变换 算 符 QR 
及 Qa 代替 Ps Вр. 

由 此 可 见 , 只 要 将 标量 蚂 数 的 理论 作 如 下 修改 ,如 可 用 于 旋 量 
РАЖ: 

(1) Ок ЖОЕ = РЬ; 

(2) 以 两 分 量 的 旋 量 函数 ,代替 标量 函数 .例如 ,作用 于 标量 
申 数 的 投影 算 符 Pi 由 (2.7 一 2) 式 定义 为 


| L; o 
Pi, = Ур (Е ) Рр 


REG 
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作用 于 旋 量 函数 的 投影 算 符 Pi, 则 定义 为 
Pi, = 5 У) 10'К) Ок + DCR) L QR] (5.534) 
REG 
自 旋 轨道 耦合 引起 的 能 级 分 裂 式 ($3.5-9) 及 (3$.5- 10) 表 
明 ,不 考虑 自 旋 轨道 耦合 的 单 电 子 波 函 数 1w,(Cr,G)} 是 直 积 表示 
DiGz 的 基 函 数 ,w =1,2,…,/ ,5=1,2, 直 积 表示 是 21. 维 的 , 它 与 
计 人 自 旋 轨道 耦合 的 哈密 顿 算 符 B (r) Л АШ W ИД СРН, Н 
而 是 GD 的 一 个 表示 . 一 般 说 来 , 直 积 表示 DE? EIR GD 的 一 个 
可 约 表 示 ,可 约 化 为 G+ 的 不 可 约 表示 的 直 和 , 即 
DE = Уфар (5.5- 35) 


其 中 а, 是 双 群 GD 的 不 可 约 表示 D 在 直 积 表示 中 出 现 的 次 数 ,由 
FRA H: 


a; = =>) Y (R)tru(R) Y(R)” (5.5— 36) 


可 见 , 当 考虑 自 旋 但 不 计 人 自 旋 轨 道 耦合 时 , 简 并 度 为 22; 的 能 
级 ,在 计 和 人 自 旋 轨 道 耦合 的 作用 时 ,该 能 级 就 分 裂 为 若干 个 简 并 度 
Б І, 的 能 级 .例如 ,不 考虑 自 旋 的 哈密 顿 算 符 AORAR D, 
计 入 自 旋 轨道 耦合 的 哈密 顿 算 符 就 属 双 点 群 D?. 表 5.10(a) 给 出 
D, 群 的 不 可 约 表示 的 特征 标 表 ,(b) 是 双 群 DD 的 附加 的 特征 标 
表 , 其 中 DŠ 即 为 D2. 


35.10 р. Е DP 群 的 特征 标 表 


(a) 
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(b) 


H (5.5 – 36) 9] #8 
Р!бдр% = DŠ (5.5— 37) 
D5@ D>: = DSG D? (5.5 — 38) 


(5.5 – 37) 中 的 D! 是 一 维 的 ,表明 不 考虑 电子 自 旋 时 , 属 Di 的 
能 级 是 非 简 并 的 ;如 果 考 忠 电 子 自 旋 而 不 考虑 和 目 旋 轨 道 耦合 的 话 ， 


能 级 属 D'OD? ,是 二 重 简 并 的 ( 即 每 个 能 级 可 容纳 两 个 自 旋 相反 
的 电子 ) ;在 考虑 了 自 旋 轨 道 耦合 后 ,能 级 的 简 并 度 并 不 改变 . 式 
(5.5- 38) 表 明 , 不 考虑 自 旋 时 为 二 重 简 并 的 能 级 ,考虑 自 旋 后 成 
为 四 重 简 并 的 ,但 当 计 入 自 旋 轨道 耦合 时 ,这 个 四 重 简 并 的 能 级 就 
分 裂 为 两 个 二 重 简 并 的 能 级 . 


$5.6 时 间 反 省 对 称 性 


使 时 间 变 量 变 为 -上 的 算 符 称 为 时 间 反 演算 符 , 记 作 T. 
Ti =-t. 将 工作 用 于 物理 系统 上 , 则 所 有 的 速度 都 反 向 ,时 间 刘 
反问 进行 ,这 样 ,系统 就 走向 它 自己 过 去 的 历史 .从 时 间 反 演 的 观 
点 可 将 物理 量 分 为 两 类 ;一 类 是 与 时 间 无 关 或 含 时 间 变 量 偶 次 睁 
的 量 ,如 位 置 的 坐标 .总 能 和 动能 ,以 Q 代表 这 类 物理 量 的 算 符 ， 
它们 和 时 间 反 演算 符 可 以 对 易 , 即 


TQ = QT (5.6-1) 


BRAE EE A ЇН] ЛЕ E BJ a ҮК НЕ, E BE ЫР, 3 
量 . 自 旋 等 .这 类 物理 量 的 算 符 记 作 Р, CNSA H Бі ЯЕ М 
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对 多 的 , 即 


ТР = – РТ (5.6-2) 
下 面 我 们 要 讨论 时 间 反 演算 符 了 作用 于 量子 系统 时 算 符 的 
具体 形式 及 对 能 级 简 并 度 的 影响 . 


时间 反 演 算 符 T 如 果 不 考虑 自 旋 及 外 磁场 ,体系 的 哈密 顿 
算 符 是 实 的 (如 式 (5.1 一 11) 给 出 的 单 电 子 哈密 顿 算 符 ), 因 此 ,可 
与 时 间 反 演算 符 本 对 易 .以 芽 作 用 于 该 体系 的 莅 定 请 方程 


Нут) =ih 206200 (5.6-3) 
得 
НІ Ty(r,t)]=i# 了 CTY(Cr 
或 


Нф(т,-)=1% zopar) (5.6—4) 
式 (9.6-3) 两 边 取 复 共 斩 ,得 
Нә” (r,t) = -ih 205740 i 20) (5.6—5) 
”比较 式 (5.6 一 4) 及 (5.6 一 5), 得 


gy (rt)= yr,—t)= Tó(r,t) (5.6—6) 


上 式 表 明 , 量 子 态 g(r, t) +; SARASA glr, г) —- z J 
pe) Н ЖЕ ДЕ ЛЕОНА, НА СЙ T RERA K. F Il 
讨论 时 间 反 演算 符 全 = KK 的 性 质 . 
(1) | Т(афр+ by)=a Te+ b TU (5.6—7) 
其 中 a Kb 是 标量 .上 式 与 线性 算 符 RA: 
- 277 ` 


R (ae + Бф) = аКф + БКО 
因此 , 称 算 符 丁 为 反 线 性 算 符 . 

(2) (Тф, Тф) = (ф,ф) = (ф,ф)` (5.6-8) 
与 么 正 算 符 RR 的 作用 不 同 .因此 ,下 称 为 反 勾 正 算 符 .由 上 式 知 ， 
反 义 正 算 符 也 保持 标 积 的 量 值 不 变 . 即 

[To ,TU = Co ф) | 

(3) Т?ф= Тф" = 4 
所 以 ， Т? = LD (5.6 —9) 
L, 是 单位 算 符 . 

在 考虑 自 旋 的 情况 下 ,体系 的 哈密 顿 算 符 不 会 是 实 的 .因此 ， 
Ваа ТЛА E 4 B) НЫ tip P. T. jH E, T 也 必然 
是 个 反 线 性 反 么 正 的 算 符 ,这 个 算 符 在 不 考虑 自 旋 时 可 以 表示 为 
К.ж, аи 

Т = UK (5.610) 
其 中 U EZ F, K ЯНЕ. 


以 工作 用 于 任意 波 函 数 y 两 次 ,其 结果 应 与 态 yy 最 多 相差 一 
个 相 因 子 , 即 T*y= cy. 由 式 (5.6 一 10) 得 


T?’ y = UKUe* =U(Ug"*)” = UU” у 
所 以 ， 
T? = <-I = UU * 
以 UUT'= I 代入 上 式 , 即 求 得 c= +1, Р 
Т^= +1, (5.6—11) 


由 式 (5.6 一 9) 知 ,不 考 虚 自 旋 时 Г? = І, Т°^= 一 了 就 是 考虑 
电子 自 旋 的 时 间 反 演算 符 下 所 具有 的 特性 .下 面 我 们 将 根据 T 
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与 物理 量 的 对 多 关系 ,将 U 确定 ,从 而 得 到 考 虚 自 旋 时 的 时 间 反 
演算 符 T 的 表达 式 . 
ÈMA r=(zlyzvyz3) 与 T HA, В 


Tx, = xT 
利用 式 (5.6 一 10) 得 
Ох; = wiU (5.6 12) 
TT 与 动量 算 符 -i#V 反对 易 , 即 


ара. 
ОК( -ih Jz ?? iñ Jz К° 


其 中 o 是 任意 图 数 , 上 式 可 改写 成 


由 此 得 到 U =— = =—0 (5.6 — 13) 
下 与 泡 利 矩阵 cl 60, 及 сє, 是 反对 易 的 , 即 Ta;,= — G.T. 


, 0 1 . f0 ~-i . fil 0 
asi |, з= |. | i=l, М 
自 旋 矩阵 之 间 存 在 反对 易 关 系 , 即 e = — oa;. 由 这 两 个 对 易 关 
系 可 得 到 
Јев; = -6,U, Us = o; U , Ов, = - Gs U 
(5.6 — 14) 
当 设 О= 6, 8 О=16, 时 ,U WR s(5.6-11)—(5.6- 14) 的 
对 多 关系 .这 样 ,我 们 就 得 到 考 虚 自 旋 时 的 时 间 反 演算 符 芽 为 
Т=0К 或 T=io,K (5.6— 15) 
以 T“= (о KY 作用 于 任意 旋 量 波 函 数 o 上 ,得 
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Peor $ _ -| |= 0 

141 Ф2 

得 T*= 一 1, 与 式 (5.6 一 11) 同 .对 于 T= ioyK 亦 有 相间 的 结果 . 
如 果 体 系 包 含 了 NN 个 电子 ,可 选取 


Т = суусоо» K (5.6-16) 
以 T ТЕШ TIK ЖШШЕ y, 使 得 
T'e=(- 1) "2 (5.6 —17) 


м N 为 偶数 时 ,T =1 ,与 不 考虑 自 放 时 相同 ; 当 N 为 奇数 时 ， 
T? = - 1, 与 公有 一 个 自 旋 广 的 电子 的 情况 相同 ， 

时 间 反 演 与 简 并 度 “如果 体系 的 哈密 顿 算 符 (г) 
G= [RI, 则 其 本 征 值 玉 及 本 征 函 数 y 的 简 并 度 由 群 G 的 不 可 约 
表示 的 维 数 决 定 . 如果 体系 的 哈密 顿 算 符 H r) RRA 2 BB] АЖ 
性 外 ,还 具有 时 间 反 演 对 称 性 ,那么 , 妊 (r) 所 属 的 群 必 含 有 了 及 
[TR] .由 于 工 及 1TR1 均 为 反 线性 反 人 么 正 算 符 ,所 以 ,这 种 群 与 我 
们 以 前 熟悉 的 由 勾 正 算 符 组 成 的 群 是 不 一 样 的 .因此 ,我们 不 可 能 
从 原来 的 意义 上 找到 这 种 群 的 不 可 约 表 示 ( 第 八 章 将 讨论 这 个 问 
题 ), 这 样 就 似乎 无 法 讨论 具有 了 时间 反 演 对 称 性 的 产 (r) 的 本 征 值 
及 本 征 函数 的 简 并 度 了 .然而 ,由 于 简 并 的 本 征 函 数 几 被 P+. fE 
用 后 , 仍 可 能 表 为 1y,1 的 线性 组 合 , 即 


Рткф = prD( TR), (5.6 18) 


EE D(TR ) 就 是 群 元 TR 的 表示 . 如果 i yw} 是 正 交 的 ,可 以 证 
Н, ЖЕЕ D(TR) 是 么 正 的 .但 是 ,这 样 定 义 的 表示 ,并 不 与 H(r) 
所 属 的 群 同 构 . 因 为 人 是 反 线 性 的 ,例如 


Prg#i = ГРрфу = T 2;#D(R); 
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= У) 226D( T), D( R); (5.619) 


可 见 , р(ТЕ) = р(Т)р(К)°* * p(T)D(R). 

现在 ,我 们 先 不 深究 上 述 问题 ,而 是 通过 讨论 y 与 Ty 的 关系 
来 讨论 时 间 反 演 对 称 性 对 能 级 简 并 度 的 影响 ,其 中 y 是 具有 时 间 
反 演 对 称 性 的 互 的 相应 于 本 征 值 E 的 本 征 函 数 .由 于 TH = НТ, 
ШЫ 下 作用 于 五 的 本 征 值 方程 Hy = Ey 后 ,得 H(Ty)= 
Е( Ту) ,表明 时 间 反 演 态 Ty ЛКЕН 的 相应 于 本 征 值 FE BJ E Pš 
数 .下 面 我 们 将 证 明 ,如 果 ! 几 | 荷载 了 群 = 1iPRi 的 不 可 约 表 示 
Do MiTo WARTE G 的 不 可 约 表 示 DE(D*(R) 是 D(R ) ËJ 
я ЖЄ B BF). 

已 知 Pag, = 2,0(К),, Wr , B Рет = TPR, Ш, 


PR( Th) = TPR ú, = TOD(R), p 
= JDR) (Т) 
上 式 最 后 一 步 利 用 了 式 (5.5 - 7). 由 此 可 见 , 基 函数 集 1% | 与 
| Ту, 是否 线性 无 关 , 就 决定 了 时 间 反 演 对 称 性 是 否 会 引起 能 级 
简 并 度 增 加 .下 面 分 三 种 情况 来 讨论 : 
(1) D 与 D" 都 等 价 于 同一 个 实 的 不 可 约 表示 . 即 D 与 D" 是 
同一 个 不 可 约 表示 ,1y 1 及 i Ty 1 是 这 个 不 可 约 表 示 的 两 套 基 藻 
数 .由 不 可 约 表示 的 基 沙 数 正 交 性 定理 式 (2.5 一 8) 得 


(gs Т) = ó, (5.6- 20) 


Б ЖЕҢ, а Е, 05 Тр ERETZA; = ГЫ, Б 
Ty, 是 线性 相关 的 ,这 时 


Ty = Аф, (5.6—21) 
再 以 工作 用 于 上 式 , Ty = A Т, = A" Аф, 
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无 自 旋 的 情况 下 ,T=1, 所 以 Xa"X=1. 这 表明 ,Ty 5 $ A 
差 一 个 相位 因子 ,所 以 iy | 与 1Ty 1 是 等 价 的 .因此 ,时 间 反 演 对 
称 的 存在 ,对 无 自 旋 的 系统 并 不 产生 附加 的 简 并 度 
存在 自 旋 广 的 情况 下 , р, 与 To, 不 可 能 是 线性 相关 的 ,因为 
T’ p=- 0, W H A (5.5 – 8)19 
(Тф 9) = (Te, Тр) = (Tg, Ф) 
= (Té, ó.) (5.6 22) 
+Ж,(Тф,,ф) =0, 所 以 ,TY 与 少 总 是 正 交 的 .这 表明 ,等 
Жж D = D* 是 由 两 套 线性 无 关 的 基 |y 1 K To | 荷载 的 ,而 
jp,1 与 1Ty,} 又 同属 同一 能 级 , 所 以 ,在 考虑 了 时 间 反 演 对 称 性 
后 ,能 级 Е 的 简 并 度 加 倍 . 
(2) D 与 忆 * 是 不 等 价 的 ,所 以 1y% | 与 1Ty 1 是 两 个 不 等 价 的 
不 可 约 表示 的 基 , 因 而 ,总 是 互相 正 交 的 .但 它们 都 对 应 于 同一 能 
级 巨 ,所 以 ,不 论 体系 是 否 存在 半数 的 自 旋 ,由 于 时 间 反 演 对 称 性 
的 存在 ,能 级 的 简 并 度 加 倍 . 
(3) D 与 D ”等 价 ,但 并 不 等 价 于 实 表示 .所 以 1% АТУ | 
不 能 是 实 的 .由 于 D* 及 DD 等 价 , 所 以 有 D* (R)= CD(R)C |, 
其 中 C = -C, 由 式 (2.5-15) 知 , 基 函 数 的 相应 变换 为 


Тр = УС,„Фф,, (5.6 — 23) 

以 工作 用 于 上 式 两 边 ,并 考虑 到 T НЈУ ЕТЕ, Ре, 
Т? 4, 一 >` > CC 人 (5.6 24) 
由 于 СЉ, ИД С=С, ВС" СТ, Р СА = 
Ci 又 由 C= 一 C, 得 Cmn = - Crn 38 F BJ 28 (5.6 – 


24) ,得 
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T° pı — > УСС, „ф, 
= — ЭГЕ = — d; (5.6 —25) 


对 存在 自 旋 的 体系 , T“y= 一 Jy, 正 是 上 面 这 种 情况 ,所 以 ， 
“Tg! 与 1g! 是 线性 相关 的 ,因此 ,时 间 反 演 对 称 性 的 存在 ,并 不 
增加 简 并 性 . 

对 于 无 自 旋 的 情况 Ty = y, 这 时 不 存在 不 为 零 的 矩阵 C ,使 
式 (5.6 一 23) 成 立 , 所 以 ,| Ty 与 1y,1 是 线性 无 关 的 . 故 时 间 反 演 
对 称 性 使 能 级 的 简 并 度 加 倍 . 

背 助 于 式 ($5.6 一 17) ,上 面 的 讨论 结果 马上 可 推广 到 多 电子 体 
系 的 情况 :有 偶数 个 电子 的 体系 与 无 自 旋 体 系 的 结果 一 样 (但 要 用 
T= uK ); 有 奇数 个 电子 体系 与 单 电 子 体系 同 .将 上 述 结果 连同 各 
种 情况 的 判 据 列 成 表 5.11. 


表 5.1i 时 间 反 演 对 称 性 对 简 并 度 的 影响 


D 与 D* 等 价 于 实 表 示 | 无 附加 简 并 性 | 简 并 度 加 售 
Dj 0 D 与 D* 是 不 等 价 的 “| 简 并 度 加 倍 | 简 并 度 加 信 


D Ур 不 
Ë тне їв Э Л ЛП 无 附 可 简 并 度 
АХ ЛД“ 


在 讨论 点 群 的 特征 标 表 时 ,将 Сз 群 的 两 个 一 维 表示 并 成 一 
个 两 维 表示 ,如 下 表 : 


— Ta 
w = е2" 3 


这 是 因为 , S ff TE J B] У КИТ, 32 F IB BJ BJ Е H. 22 e 
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AJ, H. H 
> X(R2) = 1 +о+ о? = 0 
R 


知 , 这 两 个 一 维 表示 是 不 等 价 的 ,所 以 总 有 附加 的 简 并 度 , 即 D 与 
D * 所 对 应 的 能 级 应 为 二 度 简 并 的 .但 是 ,在 C; 群 的 作用 下 ,DD 与 
D -的 基 郴 数 不 会 互相 交换 , 仅 是 考虑 到 时 间 反 滨 对 称 性 , 才 将 它 
们 合并 成 一 个 二 维 表示 .这 种 情况 在 C4 Со Ch Свь FARW 
特征 标 表 中 也 都 出 现 .特征 标 表 中 其 余 的 表示 都 是 实 表示 ,所 以 ， 
在 不 考虑 自 旋 ( 或 自 旋 为 整数 ) 时 ,都 不 会 由 于 时 间 反 演 对 称 性 而 
引入 附加 的 简 并 性 . 

在 加 入 外 磁场 后 ,由 于 在 体系 的 哈密 顿 中 引进 了 类 似 于 VY x 
H,L:H 或 $.H 之 类 的 项 ,其 中 H 代表 外 加 磁场 强度 .这 些 项 并 
不 具有 时间 反 演 对 称 性 ,所 以 ,存在 外 加 磁场 时 ,体系 的 哈密 顿 并 
不 存在 时 间 反 演 对 称 性 . 这样, 外 磁场 就 可 消除 由 于 时 间 反 演 对 称 
性 而 附加 的 简 并 度 . 

设 有 外 加 磁场 的 情况 下 ,体系 的 哈密 顿 算 符 H 虽然 包括 了 
1.-5,5:5 FAXAR- 轨道 耦合 或 自 旋 - 自 旋 耦合 的 项 ,但 因 上 
=rXp, F. | 


ТУТ = ғ, TpT l= – р, ТТ {= -$ 


所 以 上 述 的 耦合 项 在 时 间 反 演算 符 作 用 下 不 变 . 这 表明 ,体系 内 部 
的 磁场 并 不 破坏 哈密 顿 算 符 H 的 时 间 反 演 对 称 性 . 

Kramers 定理 关内 存在 外 加 电场 而 无 外 加 磁场 时 ,具有 奇 
数 个 电子 的 系统 的 每 一 个 能 级 都 是 n 度 简 并 的 , 且 n 是 偶数 (对 
于 不 同 的 能 级 n 的 具体 值 可 能 不 辣 ). 

ШВ: ”者 不 他 在 外 加 磁场 ,系统 的 哈密 顿 算 符 HA 具有 时 间 
反 演 对 称 性 ,y 及 Ty 同 为 五 的 属于 同一 能 级 的 本 征 函 数 , 它 们 分 
别 荷 载 了 H 的 对 称 性 群 G 的 不 可 约 表示 DD 及 D* .由 表 5.11 看 
到 ,具有 奇数 个 电子 的 系统 , 厂 及 D" 属 情况 (1) 及 (2) 时 ,能 级 的 
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向 并 度 都 因 时 间 反 演 对 称 性 而 加 倍 , 因 此 ,能 级 的 简 并 度 是 偶 的 . 
Щщ DRD ЕЕН (3)RF ,存在 = CDC 1!, 其 中 C 是 与 表示 维 
ЖОН ЕА Z IEEE. H Š 2.14 的 定理 一 知 , C = -Ci; 由 C 的 么 正 


gr 


性 得 C ”= С°, Ы, 
CC*=-CC = 一 1 (5.6 26) 
其 中 Io 1 PEB B u B ,/ 是 不 可 约 表示 DD K D 的 维 数 . 
detCC* = (дес)? = ( – 1) >0 (5.6 27) 


HERK: 为 偶数 时 ,上 了 式 才 成 立 . 这 表明 ,不 管 是 否 考 虑 时 间 反 
WIE, D K D" 必 是 偶数 维 的 ,因此 ,能 级 的 简 并 度 就 是 偶 的 . 


$5.7 空间 及 时 间 的 平移 


我 们 已 经 知道 , 若 体 系 的 哈密 顿 具 有 空间 平移 不 变性 , 则 动量 
p 是 守恒 的 ;车险 密 顿 具有 转动 不 变性 , 则 导致 角 动 量 守恒 ; 时间 
平移 不 变性 的 体系 是 能 量 守恒 的 ;空间 反 演 不 变性 导致 宇 称 守恒 ， 
等 等 .可 见 , 体 系 的 对 称 性 总 与 物理 量 的 守恒 相关 ,因此 ,有 必要 把 
所 研究 体系 的 全 部 对 称 性 找 出 来 . 在 这 里 仅 以 空间 及 时 间 的 平移 
对 称 性 来 说 明 所 对 应 的 物理 量 的 守恒 

空间 平移 ”所 研究 的 物理 系统 的 波 函 数 是 Jy(r). 令 该 系统 平 
移 一 个 矢量 p ,那么 , 波 函 数 就 由 y(r) 变 为 g(r - р). ЖШ P, 表 
示 作 用 于 函数 上 的 平移 算 符 , 那 么 ， 


P,y(r)= (гт р) (5.7-1) 
先 假设 p 是 沿 z 方向 的 位 移 , 于 是 ， 
Pplr)=y(xz т-р, у, х) = ф(ғ- р) 


(л-р): 
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9 e 9° 
ё(х-ро,у,)= 1с +ор oa ф(ж,у,) 


=exp(- о 5) ф(х.) (5.72) 
上 式 最 后 一 步 利 用 了 公式 


2 n 
e=] trt +... He 
2! n | 


将 结果 推广 到 任意 的 一 般 位 移 p , 则 有 
J(r—-p)=exp(— pV )(г) 
= ехр(- р-р) (к) (5.7-3) 
AP p= -ih ЖН УЕН. Е 2005.71), FI 
得 到 空间 平移 算 符 P, 的 具体 形式 是 
Р„=ехр( трт) (5.7—4) 


由 于 p 是 实数 ,p 是 厄 米 算 符 , 所 以 P, 是 一 个 么 正 算 符 . 
波 函数 (Ойт авт е 


ih glr) = Hy(r) 
考虑 到 P, Р! = 元 ,以 P, 作 用 于 上 式 两 边 后 , 便 得 到 


i FPop(r)= Pofiy(r) 
= PHP, Pp(r) 
各 体系 的 哈密 顿 在 空间 平移 算 符 作用 下 不 变 , 上 和 式 变 成 
ih [Pplr)]= ATP gC) (5.7-5) 


可 见 , 当 且 仅 当 Н 在 平移 算 符 作用 下 不 变 时 ,WAr) Ыы Papir) = 
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4(r -p) 才 满足 同一 哈密 顿 НАВО. 
当 体 系 具 有 空间 平移 不 变性 时 ,平移 算 符 P.S AIS, 


[P,,H]=0 (5.7-6) 


由 式 (5.7- 4) 知 , 当 且 仅 当 动量 算 符 p УА 对 易 ( 即 [p, 启 ] = 0) 
时 , 式 (5.7-6) 才 能 成 立 .而 [p, 诺 ] =0, 表 明 体系 的 动量 是 个 运 
动 积分 , 即 是 个 守恒 量 . 

所 有 平移 算 符 P, 的 集合 形成 一 个 群 ,这 个 群 称 为 空间 平移 
群 ,这 是 个 连续 的 阿 贝 尔 群 ,其 群 乘 是 


P P s = PsP, = Pp + ë) 
这 是 所 考虑 的 物理 体系 的 一 个 对 称 性 群 . 凡 属 该 群 的 体系 ,其 动量 
例 1 目 由 粒子 自由 粒子 的 哈密 顿 仅 包括 动能 部 分 , 即 
2 
К P , 波 函数 的 形式 为 exp(ik* 7),k 是 粒子 的 波 矢 ， 
在 任何 平移 算 符 PER FH 都 不 变 ,H 与 p 可 对 易 , 于 是 粒子 的 
动量 守重 (p= ЕК ).ехр\1К+(г— р) ЕАН f ҤЕ р. 
例 2 ART 电子 波 函 数 的 形式 为 RuCr)Yr(0,op), 哈 密 


2 2 
WER A= – 1-92 所. 若 原来 氢 原 子 的 核 位 于 坐标 原点 , 现 


在 ,对 体系 作 一 平移 pP, 氢 原子 的 核 就 不 再 位 于 坐标 原点 ,于 是 波 
М ¿(r - p) 不 能 再 写成 标准 的 形式 了 ,所 以 这 就 不 再 是 体系 可 
能 的 态 ,在 这 种 情况 下 , 氧 原子 中 电子 的 动量 就 不 是 守恒 量 . 

内 间 平 移 设 yl(r,i) 是 体系 的 波 函 数 , 因 为 我 们 仅 对 时 间 变 
量 感 兴趣 , 故 可 记 作 olt), A P. 表示 将 波 困 数 的 时 间 变 量 * 移动 
-r 的 操作 .于 是 


he 
H 
— 
— 


Рф(\т)= ф(:—т) (5.7—7) 


ЖЕР Ha E t 后 展 成 泰勒 级 数 后 得 
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Р ф(ї) =ехр( — т TO 
因此 有 


2, 
P. =exp( — т 55) (5.7—8) 


在 量子 力学 中 ,能量 算 符 H = ik 元 .着 А 本 身 与 时 间 无 关 ， 


那么 , 训 EP. 的 作用 下 不 变 ,所 以 (P., 玉 )=0, 即 系统 能 量 是 一 
个 运动 积分 .在 这 种 情况 下 ,Py(t)= y(t 一 二) 仍 是 柱 定 评 方 程 的 
一 个 解 , 而 且 P. if U Ж P. =exp(izrH/k). HH T гж, H Ж 
J w ,所 以 P. 是 么 正 算 符 . 所 有 时 间 平 移 算 符 的 集合 构成 一 
个 连续 的 阿 贝 尔 群 , 它 也 是 物理 体系 的 对 称 狂 群 .如 果 体 系 在 这 个 
群 的 作用 下 不 变 , 则 体系 的 能 量 守恒 .例如 ,对 于 孤立 的 氢 原 子 ,不 
存在 微 扰 时 , 它 的 哈密 顿 算 符 在 所 有 时 间 平 移 作 用 下 不 变 , 所 以 ， 
如 果 在 某 个 时 间 间 隔 内 原子 处 于 某 一 特殊 的 状态 ,那么 在 所 有 的 
时 间 内 ,原子 将 继续 保持 这 个 状态 ,其 总 能 量 亦 将 不 变 . 当 加 入 一 
个 含 时 微 扰 后 ,体系 的 哈密 顿 不 再 具有 时 间 平 移 不 变性 ,原子 就 会 
从 一 个 态 路 了 迁 到 另 一 个 态 ,原子 的 能 量 也 不 再 是 一 个 运动 积分 , 即 
能 量 不 再 守恒 了 . 


>J 题 


1. 试 证 明 氢 原子 的 哈密 顿 算 符 在 SO(3) 群 所 有 群 元 的 作用 下 是 不 
变 的 ， 

2. 若 只 ,S, 工 ,… 是 群 G 的 元 ,在 它们 作用 下 物理 系统 不 变 . 与 上 述 群 
元 相应 的 函数 变换 算 符 与 系统 的 哈密 顿 算 符 对 易 . 试 证 明 , 这 些 函 数 变换 算 
符 Pr ,Ps ,Pr，… 形 成 一 个 群 ,这 个 群 与 群 G 同 构 . 

3, 找 出 对 称 性 群 C, E C4, 的 电 侦 极 与 磁 偶 极 跃 迁 的 选择 定 则 . 

4. 试用 五 个 4 轨道 波 函 数 (yz,zzx zy, r? — y2 222 - 22 — у?) 
D, 的 表示 HAERTER ; 求 出 按 点 群 D4 的 不 可 约 表示 而 变换 的 d 轨道 
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{Ж РЁ ЖОП A PF dr ТЕН Т. 

5. ЖН РАУ РУЧА DA EB E, f hb T 2р, 本 征 态 . 
ҤЕ £ 5⁄4 53 КАЕ Л йт z #8H 2 Jj, н] И Н ñr EK ХЕЗ d Z€ BJ Fi, 1 ЖН 
КЕ? 

6. 考虑 一 个 具有 点 群 O 对 称 性 的 系统 ,假设 有 一 微 扰 , 使 其 对 称 性 下 
降 为 具有 点 群 a)T,5)D;,c)C4 的 对 称 性 . 问 属于 点 群 O 的 不 可 约 表 示 五 ， 
T, 及 了 T 的 能 级 会 如 何 分 发 . 

7. 原子 中 有 一 个 处 于 d 态 的 单价 电子 ,这 个 原子 是 放 在 具有 点 群 Ot 对 
称 性 的 晶体 场 中 , 回 这 个 d 态 电子 的 能 级 会 不 会 分 裂 ?” 如 何 分 裂 ? 
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ЧТИ СТВА 


56.1 广义 空间 群 


转动 平移 算 符 {[RIt) 在 直角 坐标 系 中 某 点 P 的 坐标 为 
(21,22,23), AMR MH r 表示 . 现 有 如 下 一 个 变换 ,使 P 点 的 坐 
标 变 成 (zi,z2,z3), 相 应 地 ,其 位 矢 变 为 r. 
XT1= Rauz, + Кух + Riszs t t| 
z>= Кух + Куох; + R;szs + to (6.1-1) 
хз= Куху t Rs zo + R33£3 +13 

式 中 的 REKK, t 也 是 实数 , 且 与 R 无 关 . 如 果 我 们 要 求 经 过 


上 面 的 变换 后 ,两 点 间距 高 的 平方 不 变 . 即 变 换 前 两 点 的 坐标 为 
(2,595,523) Ж(у, ух, уз), ХИНЕН Е: 


а = (zi у)? + (22 - у) + (z; уз) 
经 过 式 (6.1-1) 的 变换 后 ,两 点 的 坐标 分 别 变 成 (zi,z2,z3) 及 
(yl,y2,y3), 且 
yi = Ruy t Куру; t Risy3+ t, 
y2= Rayi t Ray: t Куз t to 
уз= Кзу + Куу t Rssys +3 


这 样 , 变 换 后 两 点 间距 离 的 平方 不 变 的 要 求 就 可 表示 为 
"2900 > 


а= (21 - ут) + (х»— y>) + (хз уз)? =d? (6.1-2) 
这 个 要 求 对 变换 中 的 R; 是 有 限制 的 . 当 所 有 的 £ = 0 时 ,所 描述 
的 变换 就 是 在 第 三 章 讲 过 的 正 交 变换 , Р, 就 是 那里 的 转动 算 符 A 
的 各 个 分 量 . z; 是 平移 矢量 1 在 三 个 坐标 轴 上 的 分 量 . 这样 ,满足 
d = d° 的 由 式 (6.1-~1) 所 描述 的 变换 ,就 是 由 正 交 变换 (包括 正 
当 的 或 非 正 当 的 转动 ) 加 上 平移 而 组 合成 的 等 距离 变换 .这 种 变换 
可 用 符号 1R1ti 来 标记 .这 样 , 式 (6.1 一 1) 就 可 表 为 


iRItir= Rr+it (6.1—3) 
Ж КЖ НЕЕ = ЁЁ 
К, К Ку S 
R=|Ra К» Rz t= |t? 
Ку Кә Ку Їз 


ВП Ке РИ 50 (6.1- 3) B], 53 %# 4 E 
用 于 位 天 r+ 上 时 ,其 作用 是 先 将 r 绕 过 某 点 的 轴 转 动 尺 , 然 后 整体 
移动 一 段 距离 ,最 后 得 到 一 个 新 的 位 和 撩 x .这 时 |r |+ |е. Вр 
{Rizii 描 述 的 变换 不 是 一 个 保 长 变换 ,而 且 算 符 {R1i| 不 是 个 线 
性 算 符 , 即 


К (лро) {RItirn + {RItir, 
根据 式 (6.1 一 3),iRIt(rit+r)= Rr. + Rrə+ t 
[RItirit iRItir, = Rritt+ Rr,+t 
= Krit Кг +24 
ГУУ АЖИН ТААР t) TEE, BH E 
有 iR|t| 的 集合 组 成 群 ,这 个 群 就 是 广义 空间 群 . 
(1) 转动 平移 算 符 的 单位 元 是 {E101 .其 中 下 是 转动 操作 中 
的 单位 元 ,0 是 零 矢量 ,是 平移 操作 中 的 单位 元 . XPE IE] г) R nk 
平移 操作 ,i R10! 是 纯 转动 操作 ,1E10} 则 为 转动 平移 算 符 中 的 单 
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位 元 . 
(2) 连续 两 个 转动 平移 操作 , 仍 是 同类 型 的 操作 , 即 


IR lt {Ritai = IR R. R гә + til (6.1-4) 
证 明 : 根据 式 (6.1 一 3), 有 


{RIE iR tir = Ril tii (Rr +t) 
= R (R.,r+t;)+ t| 
= R: Rər+ Ritet tı 
= {R ,R,|R it. + tiir 


故 
IR lt i Rolt2} = IR R| Ritz + tii 
这 表明 转动 平移 算 符 满足 封闭 性 的 要 求 . 
(3) 每 个 转动 平移 算 符 都 有 道 元 存在 , 且 左 道 元 与 右 逆 元 是 
相同 的 ,都 是 |RItj = IR I-RE) (6.1—5) 
ЕА: = В| 
由 式 (6.1 一 4), 有 


[RIt HIRI} = {ВЕКЕ = IBR|]Bt + t| 
由 逆 算 符 的 定义 : 
[R| МЕ = 1E101 
Еж (ВК | В+ |= [E101,BI 


ВР = Е, 所 以 B=R `! 
Br+t =0, ДИЛ г=-Ш=-Е!{ 


(R| SIRP] -R г} 


AHÆMAIRItIHIRIt LI= ElI RR(6.1-4)t185 Ж 
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|| = R '|—- R i£] 


这 就 证 明了 左 道 元 与 右 逆 元 相同 . 
(4) 转动 平移 算 符 满足 乘法 结合 律 , 即 


IR А l[iR,| tl i R3lt3}]=[{Rilti] {Rl t2} IR, | ti 
(6.1-6) 
证 明 : 由 式 46.1-4) 得 到 上 式 的 左边 为 


| Rilti| {RR Rstyt t2) = {R RRI Ri (Rtt to) +, 
右边 为 
IR R| Rts + ti! {R3|t3} = R R,R,|R Rty+ Rits + ti) 


К РЯ zÑ BJ Аз S Se АН ЗЕ, AMER Y (6.16). 
H (1) (4) BJ W, ,全 部 转动 平移 算 符 的 集合 满足 群 的 四 个 条 
件 , 因 此 构成 群 ,这 个 群 称 为 广义 空间 群 .这 是 一 个 无 限 阶 的 群 . 
广义 空间 群 的 子 群 ” 当 平移 大量 1=0 时 ,转动 平移 算 符 就 成 
为 一 个 纯 转 动 算 符 1R101. 由 于 纯 转 动 算 符 具有 封闭 性 . 


{RIO}{R,10} = {RR,|0| 


因此 , 纯 转动 算 符 构 成 了 广义 空间 群 的 一 个 子 群 ,这 个 群 就 是 前 面 
讨论 过 的 三 维 转 动 反 演 群 O (3). 

当 |RIt| 中 的 转动 部 分 为 单位 元 E 时 ,转动 平移 算 符 就 赔 变 
为 纯 平 移 算 符 1E1ti .由 于 纯 平 移 算 符 也 其 有 封闭 性 ,因此 也 构成 
了 广义 空间 群 的 子 群 , 称 为 平移 群 .下 面 证 明 ,平移 群 还 是 广义 空 
间 群 的 正规 子 群 . 

取 广 义 空间 群 中 的 任意 群 元 1R1r EFE Е rI о 
LE |ti 89 3E Su Jú ,都 有 


РЕЧЕ ЕРЕ = R I|- R l ЕРТЕ + t! 
={R RIR I(t +t)-R lr|= E|]R 't| 
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IE|R tt 仍 为 一 平移 算 符 ,于 是 得 证 . 
纯 平 移 算 符 也 是 一 个 非 线 性 算 符 . 即 
Ее {гу+ г} {Eltirn+{Elilr, 
但 若 以 р 表示 两 位 矢 的 距离 , 即 рг, – r, WME 
IEltip=p+t 
亦 即 
IE|íl(ri-r.)=(ri-rə)+tt* i E]|]tiri- {Eltir, 
函数 变换 算 符 Рр 与 定义 函数 变换 算 符 PR 相似 ,可 以 
定义 与 转动 平移 算 符 相应 的 函数 变换 算 符 Pir 为 
Pip @(r)= (ЕКЕ) +r) (6.1-7) 


其 中 {Rltir5r 

由 上 面 的 定义 可 以 看 出 ,对 应 于 每 一 个 算 符 1 及 1 上 必然 有 一 
个 而 且 仅 有 一 个 函数 变换 算 符 PR 与 之 对 应 ,这 样 ,对 于 广义 空 
间 群 的 每 一 个 群 元 {Rit} EST 入 必然 存在 一 算 符 的 集 
A Руки Pis Pir… 而 且 这 个 集合 构成 一 个 与 广义 空间 群 
同 构 的 群 . 

下 面具 体 写 出 函数 变换 算 符 对 平面 波 函 数 作 用 的 结果 .平面 
波 p (r)=eik'r 


Pi фан) = Ф ЕЕ Ir] е8 n 
eik (R є-®Е Е (r-t) 
由 于 纯 转 动 算 符 R 是 么 正 算 符 ,R =R 1, HB 
(RX,Y)= RI(X,Y)=(X,RI'Y) 
因此 


Kk:R (л-г) = КРВ (е -г) = РК (г 2) (6.1 —8) 
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这 样 


Pipit p (r) = eiR (r-t) 
— еі гы iRk*1 


=e ik (р) (6.1-9) 
其 中 = Rk. 


56.2 晶体 空间 群 


晶体 是 由 原子 、 分 子 或 离子 规则 排列 而 成 的 ,其 内 部 结构 可 以 
概括 为 是 由 一 些 相同 的 点 子 在 空间 有 规则 地 作 周 期 性 的 排列 .这 
些 点 子 称 为 格 点 , 格 点 的 总 和 称 作 点 阵 , 通 过 格 点 可 以 作 许 多 平行 
的 直线 族 而 使 点 阵 成 为 网 格 , 称 为 晶 格 . 可见, 晶体 内 部 结构 的 基 
本 特征 就 是 晶 格 的 周期 性 ,也 就 是 平移 不 变性 , 晶 格 最 小 的 周期 单 
元 称 为 晶 格 的 原 胞 . 当 以 任意 格 点 为 坐标 原点 , 沿 原 胞 的 三 个 边 作 
出 三 个 基本 矢量 al .ay .ai 时 ,点 阵 中 格 点 的 位 置 就 由 格 矢 R, 所 
确定 . 格 矢 R, = па + na + пзаз, ЖФ пуп; R пз ЖЕ. 
整数 或 零 .而 nia, + nat пзаз ЖАКУ ин IK B) fn Tu ER . 

晶体 除了 平移 对 称 性 外 ,还 存在 转动 对 称 性 .结晶 学 上 的 单 
胞 ,就 反映 了 晶体 的 这 种 对 称 性 .因此 ,要 完全 描述 晶体 的 对 称 性 ， 
就 需要 用 转动 平移 算 符 .而 且 ,转动 平移 算 符 不 仅 要 满足 式 (6.1 – 
2) 的 要 求 ,还 要 使 其 转动 部 分 与 平移 部 分 相 容 .所 以 ,其 中 的 转动 
及 平移 必然 要 受到 更 多 的 限制 .由 满足 上 述 要求 的 转动 平移 算 符 
组 成 的 群 ,就 称 为 晶体 空间 群 ,但 常常 简称 为 空间 群 . 


56.21 Z 间 # 


首先 讨论 描述 晶体 对 称 性 的 空间 群 群 元 的 性 质 ， 
性 质 1 若 平 移 操作 1E|ti 是 品 体 的 对 称 操作 , 则 其 平移 矢量 
只 能 是 格 矢 , 即 t= R,. 这 是 由 于 只 有 移动 一 个 格 和 撩 后 , 毅 体 才 会 
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目 身 重合 的 缘故 . 
Je Y E| R Ir=r+R, 
其 中 R,= niat па; + пзаз 
IE|R,Ir=r+R, 
其 中 В, = mi iat m.sa; t тзаз 


于 是 ， 


ІЕЕ {EIR,.|=|IE|IR,.+R,.|=|IE|R,+ni 
其 中 R,,, (nit mi)ai + (n; t m2)a2+ (ns + тз)аз= К+, 
仍 是 一 个 格 矢 .这 表明 纯 平移 算 符 连续 作用 的 结果 是 平移 天 量 的 
AJ. 

现 考虑 三 个 格 和 撩 R =a, R, = a,,R,= a3, 相 应 的 平移 算 符 
ЕЕ, |, {EIR}, E| R; .根据 式 (6.1 一 4), 当 R= 上 时 ,有 
Еа, = (Еа, (Еа; 1Е1а,1 

= {Е |а, {а= (ЕК, 


|в) Яр 
Е |1,а,| = \Е|а,\2=(Е|К,| 
[Elisa = (Е1аз з= 4(Е(К;| 3 
因此 ， 


|Е|Е,} = {Е |да, + 15а + заз! 
= {Е |а, 11Е|а,{2:Е|азіз (6.2-1) 
性 质 2 车 RR 是 晶体 空间 群 某 群 元 的 转动 算 符 ,R, EMR, 
W RR, 亦 必然 是 格 拓 . 
证 了 明 : 取 晶 体 空间 群 中 的 任 一 群 元 {RIti 作 |E|R, 673695 
元 , 则 
IRIE {EIR HIRI} I= {RItIER I IE(- В) +В, 
= Í RR İ|R(-R le£+R,)+t1= ]E|RR, | 
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iE|RR,| 是 一 个 纯 平 移 操作 ,根据 性 质 WERK, AERE 
必须 是 格 矢 , 即 


RR, = R,, (6.2—2) 


性 质 3 晶体 空间 群 的 任 一 群 元 1RIti 中 , 符 转 动 部 分 . 


R = c，, 则 


(1) 转轴 必 在 格 矢 方向 , 当 交 >1 时 ,该 转轴 必 与 某 格 矢 
=; 


(2) 转动 的 角度 只 能 是 9= 所 ,其 中 n =1.2.3.4.6. 


ШЕ: 设 转动 R = c, 的 转轴 是 OA(O 是 位 于 某 格 点 上 的 坐 
标 原点 ), 过 O 点 作 某 格 点 P BHART. R 作用 于 Ti 有 ВТ, = 
Т,,Х RT,= T;,…. T ERR, IA, Т.Т 亦 为 格 矢 ,它们 的 方 
向 不 同 , 但 长 度 却 相等 .由 此 得 

(1) n 必须 取 整 数 .因为 ,R 作用 于 Tn 次 后 ,所 得 到 的 格 矢 
必须 与 Т, 重合 ,否则 ,用 R 作用 于 Tl 无 限 多 次 后 ,将 会 产生 无 数 
多 个 与 格 矢 T, % É f J lj ЯН, КАТИ ин IK BJ fi б 
的 .因此 , 必 有 RE, n 是 某 一 整数 . 

(2) ER Tj L 、 T3 、… 之 和 必 为 格 撩 .这 个 格 矢 的 方 问 就 在 
OA 的 方向 上 ,所 以 ,c, 的 转轴 在 格 矢 方向 . 
(3) # п>1,Ш Ж T,- T, , T, — 

T3… 等 也 必 为 格 矢 .但 这 些 格 矢 是 与 


ОДЖА, Ж, с, 的 转轴 与 某 些 格 5, 
KEH. p 

(4) 在 转轴 垂直 的 方向 上 , 取 一 par " 
最 短 的 格 矢 SGE 6.1), SJ с,  ®Кж=нтшюМ 
及 cz! 作 用 于 So, 得 到 两 个 不 同 的 格 图 6.1 


和 撩 ,这 两 个 格 天 之 和 
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S = CSD + с So = 2cos “ле, 
S 是 一 个 与 So AMHER, H T So JE 1⁄3 ls] E S 58 BJ Ж Ж, 
所 以 , 格 矢 S 必 为 So 的 整数 倍 , 即 
2cos 27 = 整数 (6.2-3) 


又 由 于 cos TRAER- 1,1), ЯРО, (6.2 - 3) 右 边 的 
整数 只 能 取 0, 土 1, 土 2, 由 此 得 出 ,n 只 能 取 1、2、3、4、6 这 五 个 
IÈ ,相应 于 转动 角 取 360° .180° .120° .90"” 60 "及 其 整数 倍 ( 即 加 上 
300°.270° R 240 Z TAE). 

至 此 性 质 3 证 毕 . | 

性 质 4 晶体 空间 群 的 群 元 中 ,转动 部 分 相同 的 两 个 群 元 
{IRIt(R)I 及 1R|t,(R)i 的 平移 矢量 满足 

ACR) t.( R )= fÉ K (6.2-4) 
证 明 : WIRIECR йл SIRI CR) ERF, Вр 


(К\г,(ЕЮ)|ТЕ;(Е)| = IR|ú(R) IR '|- R ''!'t,(R)i 
= {RR |- RR '(R)+t (R)! 
={E|-t(R)+t (R) 
是 一 个 纯 平移 算 符 ,根据 性 质 1, 其 平移 部 分 必 为 格 矢 В 
t (R) - t,(R ) = ЖЖ 
性 质 5 在 品 体 空 间 群 群 元 {R11| 中 ,平移 部 分 只 有 两 种 可 


能 , 即 
(1) = R, =M K (6.2— 5) 
(2) t=R, +L? (6.2-6) 
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式 中 R, Eski Jy ЕАМ, L 是 整数 ,n 是 转动 R 的 
BB R"= Е). 
ШЕ. 将 晶体 空间 群 中 的 任 一 群 元 i1R1t1 中 的 平移 和 拓 量 
写成 
t=R,+V=R,+V,t+V, (6.2—7) 


式 中 的 R, ERR, V 是 小 于 该 方向 上 一 个 单位 格 矢 的 矢 
量 ,V ,及 VIERE V 在 垂直 于 转轴 方向 及 平行 于 转轴 方向 
上 的 分 量 . 这 样 ， 

RV,= V, (6.2-8) 
EA R'=E,W& R = К" ,根据 (6.1-4) 式 有 
(R| Rm + Vot У,} =IR'|(R+E)(R, + V+ Vp)! 
=|R'|(R+E)(R, + V.) +2V;| 
IR|R, + V+ V. =IR'|RI(R+E)XR, + VO)+2V,]+R, + у + У | 
=IR'|(R°+ R+E)(R, +V,)+3V,| 


利用 数学 归纳 法 得 
IR|R, +V. + Voi" 
= {RII (R” +R” 3 ++ R+E)R, +У,) + (п 1) У, | 
={R l| (RO +R ++R+E)(R, +V. )+(n-1)V,.| 
根据 式 (6.1 - 5)4 
IRI Rae + V+ V != R !|—-R I(R,+V,+V,)| 
= |R 一 R (R, +У,) – У, 
从 上 面 的 计算 知 ,{RIR + V+ VI 及 RIR, + V. + V ' 
是 两 个 转动 部 分 相同 的 晶体 空间 群 的 群 元 ,根据 性 质 4, 其 平移 部 
分 之 差 为 格 矢 , 即 
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(R'*+R 34 +R+E)XR,+V)+(n-1)V.] 
-[- К"'(К, t V,)- V,]= R, 
整理 后 得 
(RI В" ++ + R+E)(R, + V.)+ nV = R, 
令 9=R" +R + + R + E ,T E KER 
ó(R, + Уу) + nV = R, (6.2-9) 


由 于 R"=E, KA Кё= à. 
(1) # R жЕ, MERRER д =0.BK(6.2- 9)48 
пУ„= R, 
HRR К, = 0, ШУ, =0, (КЕ = (АЕ, + Vo}. 


ERK R, *0,M У, = 一 ,R， 必然 在 转轴 方向 ,这 时 


[Rl] = |RIR, + e+V, 
令 Ro 是 转轴 方向 的 基本 格 矢 , 则 R, = LR ,得 
іе = вв + L 505 V,| 
下 面 将 证 明 ,通过 坐标 变换 ,可 将 转动 平移 算 符 中 与 转轴 垂直 的 屠 
部 分 平移 VERDI .这 样 就 得 到 了 |R1i| 中 上 的 两 种 可 能 表示 


ІАЕ = RIR,1, t= R,, 

Ro) ,- Ro 

n | 
(2) Ж К=- Е,Е0=-0 成立, 对 6 没有 限制 ,但 这 时 1RIti 是 

纯 平 移 算 符 ,其 平移 部 分 只 能 是 格 矢 ,于 是 有 


(=R, + V,+ V, =R,, V,+ V,=0, 


КЕ = {РІВ +1. 
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这 样 ， 
IRIN SIRI Rai. 

下 面 证 明 {RIR t V+ v ee RIR, + V,| ,如 图 
6.2, EmA O 位 于 
转轴 上 ,P 点 在 这 个 坐标 
系 中 的 位 天 是 r. 当 | 民 |t 
作用 于 r 上 时 ,P 点 就 变 
换 到 PP 点 ,位 天 由 rr 表 
т.е = iRItir. 男 有 
一 坐标 系 О,х»у»®2;› 其 
原点 О, 与 О, 相距 为 b. 
P K P' 点 在 这 个 坐标 系 
中 的 位 矢 分 别 为 S$ 及 5S . / 
由 图 6.2 得 Ë 


r=S+b r =§ +b 
(6.2- 10) 
H r ={R|tir 及 式 (6.2-10) 得 


S +b=iR|tI(S+b)=RS+Rb+t 
当 £= V + V.B, 
S =RS+(R-E)b+ Уу + V, 
# J (R- E)b= – У, W 
S=RS+V = R| V.IS 
"41 =R,+ V,+ VV, 时 ,有 


S=RS+R,+V = (КЕ, + V IS 
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这 样 就 证 明了 ,在 坐标 系 O zr y iz, 中 的 转动 平移 算 符 和 {RIR,+ 
УУ ЕМ Ж Ozx2y2z2 中 则 为 {|R|R,, + Vi, 其 中 ,垂直 于 
转轴 方向 的 非 格 矢 平移 不 出 现 了 . 

由 于 品 体 空间 群 群 元 中 的 平移 部 分 可 分 为 两 种 类 型 , 故 可 将 
宝 间 群 分 成 两 大 类 . 

(1) 简单 空间 群 : 群 中 的 各 元 都 是 |1R|R,,i 这 种 类 型 的 算 符 . 

(2) 非 简单 空间 群 : 群 中 的 元 可 以 是 如 下 两 种 类 型 的 算 符 ， 


IRI Ra IRIRI R, + L =]. 


由 于 简单 空间 群 的 群 元 都 是 |RIR, | 类 型 的 ,所 以 ,每 一 个 群 
元 都 可 表示 为 纯 平移 与 点 群 的 纯 转 动 算 符 的 乘积 , 即 


[RIR,|=1E|IR,}IRIO} (6.2—11) 


可 见 ,简单 空间 群 可 由 晶体 的 32 个 点 群 与 相应 的 布 拉 维 格 组 合 而 
成 ,其 数目 不 会 太 多 ,下 面 列表 计算 : 


mm 


由 于 有 些 布 拉 维 格 同 点 群 的 配合 不 止 一 种 ,如 底 心 正 交 布 拉 
维 格 与 Civ 的 配合 ,二 度 轴 可 以 与 格子 的 高 平行 ,也 可 以 与 高 垂直 
而 给 出 两 种 空间 群 .简单 空间 群 实 际 有 73 +. 

对 于 非 简 单 空 间 群 , 群 元 中 的 平移 部 分 可 以 是 不 到 一 个 格 矢 


的 平移 工 一 .转动 平移 操作 1R 1 一 "| ,由 于 转动 R 可 以 是 正当 


n 
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转动 ,也 可 以 是 非 正 当 转 动 ,所 以 |R IL 一 4| 可 分 成 两 种 类 型 ,其 
中 一 种 是 R 为 正当 转动 时 ,R Ж cv 这 种 形式 ,|R|L 一 "| 就 称 为 


n 度 螺旋 , 它 表 示 绕 轴 每 转动 所 角度 后 ,再 沿 该 轴 的 方向 平移 一 


n 
AILL EDF n 的 整数 ). ña K tB A 84 1.2.3.4 和 6 度 螺 旋 
轴 , 男 一 种 就 是 当 R 为 镜 象 o 时 , 它 与 非 格 矢 平移 组 合成 滑 移 反 
映 .一 个 请 移 反 映 操 作 表 示 对 某 一 平面 作 镜 象 后 ,再 沿 平行 于 该 面 


的 某 方向 平移 一 ,其 中 Ro 是 该 方向 上 的 周期 矢量 ,m 为 2 或 4. 


由 于 原点 的 选取 不 同 , 有 时 上 述 两 者 的 平移 方向 与 指定 方向 不 符 ， 
但 总 可 以 选取 适当 的 原点 (原点 可 能 不 在 格 点 上 ) 使 操作 与 上 述 定 
义 一 致 . 

由 于 有 了 不 到 一 个 格 矢 的 平移 ,又 出 现 了 157 个 非 简单 空间 
群 .简单 空 间 群 及 非 简单 空间 群 加 在 一 起 共有 230 个 ,这 就 是 通常 
说 的 230 个 空间 群 .3 18 . 


56.2.2 映 体 空间 群 的 结构 


晶 格 平移 群 ” 在 第 1 节 已 证 明了 由 算 符 El:t} 的 集合 组 成 的 
平移 群 是 广义 空间 群 的 不 变 子 群 , 同 理 可 以 证 明 由 唱 格 平移 算 符 
ЕТЕ, 的 集合 组 成 的 晶 格 平移 群 工 是 晶体 空间 群 G 的 不 变 子 
群 .( 以 后 将 晶 格 平移 群 中 的 “ 晶 格 "及 晶体 空间 群 中 的 “晶体 " 略 去 
而 简称 之 为 平移 群 及 空间 群 . ) 其 中 R, 是 格 矢 , 即 


R,= la + l-a» + L303 (6.2— 12) 
式 中 的 Li .ls 及 1, 是 包括 零 在 内 的 所 有 实 整数 . 且 
IEIR} =]Elļla l 1Е|а,|5:1Е\а,|5 (6.2-13) 


п] AWAARA Ela ВЖЖ E pk BJ F KE T,(i = 1、2、3) 是 平 
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移 群 T WAS F f E. Т, 是 个 无 限 的 阿 贝 尔 群 ,根据 直 积 群 的 定义 
T= T,@ T.Q Т» (6.2 — 14) 


所 以 工 是 一 个 无 限 的 阿 贝 尔 直 积 群 .在 引入 了 周期 性 边界 条 件 
后 ,平移 群 TT 就 成 为 阶 数 很 大 的 有 限 群 ,这 样 ,第 三 、 五 章 的 理论 
与 上 就 可 应 用 于 平移 群 了 

周期 性 边界 条 件 是 设想 在 了 所 人 饶 究 的 有 限 别 体 边界 之 外 , 仍 存 
在 无 限 多 个 相同 的 蝇 体 ,各 块 量 体内 的 相应 点 处 的 物理 性 质 相同 ， 
例如 假设 波 函 数 


ф(г)=ф(г + Ry) (6.2—15) 


式 中 Ryn = Nia, + №а; + №аз, Ni N>. №; ar ЖЭ Ж на Ж fE а ү 
аз-аз JI lj E KS J SA СВ). K (6.2 15) 67 4 37 


Pier T Раво! (6.2—16) 
或 
PiEiNai = Руко) (6.217) 
而 
Р izINa 1 = Рува 
TE, 


[Ela 1% = Ela, s= |Е|а,|%=}Е|0] (6.2-18) 


ELO ER T, Toa” T, Ж T P u u D  Т,,Т, 及 T, 的 阶 分 
别 是 N N, 及 N;, 而 群 工 的 阶 则 为 N =N М, Ns. 
平移 群 T, K T 的 不 可 约 表示 都 是 一 维 的 ,它们 的 类 及 不 可 
约 表示 的 数 分 别 为 N; 及 N. 
空间 群 G 的 点 群 G。 当空 间 群 G 所 有 群 元 的 平移 部 分 为 零 
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时 , 算 符 i1R101 的 集合 构成 的 群 就 称 为 空间 群 G 的 点 群 Go. 可 见 ， 
点 群 Go 仅仅 是 一 般 算 符 1R1It 的 转动 部 分 的 集合 而 构成 的 群 ， 
所 以 ,Gu REMET E G 的 子 群 .如 条 Со 是 空间 群 G 的 子 
群 ,那么 ,G 就 古人 简单 空间 群 ,否则 ,就 十 非 人 简单 空 间 群 .根据 半 盐 
积 群 的 定义 ,简单 空间 群 可 表 为 平移 群 工 与 空间 群 的 点 群 Go 的 
半 直 积 群 , 即 


G= ТАС, (6.2— 19) 


非 简 单 空间 群 却 没 有 这 种 关系 . 
空间 群 的 商 群 ”将 空间 群 G 按 平移 群 T 的 陪 集 分 解 得 
G=T+IR; Iz I T+ |R| тз T+ +08, т, Т 

(6.2— 20) 
Жү тї P ка, EIC KOGIR, Iz I 可 以 不 是 唯一 的 . IN 
为 ,将 一 个 任意 的 格 矢 平移 算 符 加 于 陪 集 代表 元 上 并 不 改变 陪 集 
中 的 元 .由 式 (6.2- 20) 看 到 ,只 要 知道 了 空间 群 G 关于 平移 群 了 
的 陪 集 代 表 元 ,空间 群 G 也 就 确定 了 . 

下 面 证 明 空 间 群 的 商 群 G/T 与 空间 群 的 点 群 Go 同 构 . 商 群 
G/T 的 群 元 是 陪 集 |R |z T,lR ! zi 是 空间 群 G 的 群 元 . 显 
然 ,在 陪 集 | R,| Ts 本 中 ,所 有 的 转动 都 是 R... WE G 中 所 有 转动 
为 R, 的 算 符 亦 必 包含 在 陪 集 | R,| riTT 中 .因为 群 G 中 转动 为 
R 的 任意 算 符 {R,|T, | 及 1R,17T',! ,平移 部 分 只 能 相差 一 个 格 秋 ， 
所 以 ,它们 都 可 表示 为 {R17t,| 与 任 一 格 矢 平移 算 符 1E|R, BJ 3E 
积 ,而 1E|R,, | 是 平移 群 T 的 算 符 ,这 表明 ,空间 群 G 中 具有 转动 
为 R, 的 群 元 都 可 表示 为 {R,| Ti 的 形式 .所 以 , 商 群 G/T 的 
TIR т, T SAR Со 的 元 R, 有 一 一 对 应 的 关系 ,而 且 群 元 的 
乘积 也 一 一 对 应 , 即 RR、R“ 是 两 个 转动 算 符 的 乘积 ,那么 , 陪 集 乘 
{Е,|т„|Т.{ЕК т) T= RR IR tr) T ETF RR, 
的 陪 集 . 于 是 证 明了 群 G/T У G, 的 同 构 关 系 . 

由 式 (6.2 一 20) 知 ,空间 群 G 的 阶 g = iN, 其 中 i 是 陪 集 数 ， 
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亦 是 高 群 G/T 的 阶 , N 是 平移 群 工 的 阶 .上 面 已 证 明 商 群 G/T 
与 空间 群 的 点 群 Go 同 构 . 若 Go 的 阶 为 g , 则 ;= g , 故 空间 群 的 
阶 为 


g = go N (6.2 21) 
平移 群 工 是 所 有 空间 群 的 不 变 子 群 ,平移 群 T 的 任何 子 群 
TT 也 必然 是 空间 群 G 的 子 群 iH K T WJ f Ж T EE G 中 是 不 
变 子 群 , 则 群 T. 亦 必 为 群 了 的 不 变 子 群 .这 样 ,就 可 以 定义 商 群 
T/T.= Т, + {ЕК (Т, + 
商 群 G/T. 则 可 表 为 
G/T.= (G/T): (T/T) (6.2 — 22) 
商 群 G/T, 中 的 元 有 如 下 形式 : 
(E| Rai IR It T, 
其 中 1E|R;,, ЖЖ ТТТ, S $E Жж, R тА G X 


TEHET MERREN. ER 工 .在 群 本 中 的 指数 为 ; , 商 群 G/T 与 
ARE Go 同 构 ,这样 , 商 群 G/T, 的 阶 就 是 gos. 


96.2.3 晶体 空间 和 群 实 例 


在 这 里 将 介绍 氯 化 钠 、 金 刚 石 、 金红石 及 六 角 密 积 结 构 的 空间 
В О? ( Fm3m ). О! ( Fd3m )、DI4 ( P42/mnm ) 及 
Di ( P63/mmc ) . BÍ W 4 25 [Н] ЖЩ vr 3 ña # , $ ЕУ. 
Ra- TREKKA ña # = AUA 2A REAA BJ ЛУШ 6.3 中 
的 (a)、(b) 及 (c) 所 示 . 

只 要 知道 平移 群 T 的 生成 元 以 及 空间 群 G 对 于 平移 群 芽 的 
陪 集 代表 元 ,就 可 以 确定 空间 群 G. 由 于 氢化 钠 及 金刚 石 结构 具 
有 相同 的 布 拉 维 格 ( 面 心 立 方 格子 ) ,所 以 ,可 将 它们 的 空间 群 Ор, 
及 O1 放 在 一 起 讨论 . 
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《c) 金 红 石 结构 的 单 胞 


图 6.3 JU #h ShK KI B 


面 心 立方 格子 结晶 学 原 胞 ( 单 胞 ) 的 三 个 基 矢 是 г, = (1,0,0) 
a.t = (0,1,0)а Ж ёз = (0,0,1) а ,其 中 a 是 单 胞 的 边 长 . 固体 物 


_ _/1 1 L x 1 
理学 原 胞 的 三 个 基 矢 а= [2 20]aa = (5,0,2 }а М аз = 


1 1 
10.2.2 а. $ а ,а› ‚аз Ж {1 ЖЕ ОУ Ури T. 


ЖИЕ ПЕ BJ Be Os 是 简单 空间 群 ,将 其 按 平移 群 ТЕБЕ 


五 10) ,| R, 01, ,| К ]0}, 


可 见 , 在 陪 集 分 解 中 ,没有 非 格 矢 平移 出 现 ,这 样 . 陪 集 代表 元 本 身 
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ЖЫ Ж Y AR On, В 


Оў=]Е|0}Т,+ {®Е,)0}Т,+ + {Ryg |0} T; 

(6.2 — 23) 
金刚 石 结构 的 空间 群 Of 是 个 非 简单 空间 群 , 在 对 平移 群 Ti 
作 陪 集 分 解 时 , 陪 集 代表 元 分 成 两 类 ,一 类 是 由 与 O 群 的 子 群 T. 
群 同 构 的 那 二 十 四 个 转动 所 构成 的 陪 集 代 表 元 . 由 于 在 这 些 操 作 
的 作用 下 ,品格 原子 只 在 各 自 的 面 心 立方 分 格子 中 变换 ,不 发 生 原 
子 由 一 个 分 格子 变换 到 男 一 个 分 格子 中 去 的 情况 ,所 以 ,这 些 陪 集 
代表 元 中 没有 非 格 矢 平移 出 现 . 另 一 类 是 由 点 群 O, 余 下 的 二 十 四 

个 群 元 构成 的 陪 集 代 表 元 ,它们 都 有 一 个 相同 的 非 格 矢 平移 


т1= 201,111) (6.2 — 24) 


这 样 ,空间 群 Of 对 平移 群 Ti 的 陪 集 分 解 就 可 以 写成 : 


Ot= {EIO} Tit + 及 210 T; + iT| FT 十 二 |Rasl til T; 

(6.2 — 25) 
其 中 第 二 类 陪 集 代 表 元 可 看 作 是 由 每 一 个 第 一 类 陪 集 代 表 元 左 乘 
|1| ri 而 成 .为 具体 起 见 ,在 表 6.1 列 出 了 ОЙ XT Y£ Т, 
四 十 八 个 陪 集 代 表 元 及 其 对 坐标 的 影响 . 表 中 的 “标准 原点 "是 指 
坐标 原点 选 在 两 个 原子 联 线 的 中 点 时 的 原点 ,对 于 这 种 原点 ,存在 


表 6.1 空间 群 0 的 陪 集 代 表 元 及 对 应 的 坐标 变换 [10. 14: 


L`! R 
类 ан r 5 r 
(ЛЛ АЛЕ д) (标准 原点 》 

E {Elo} X y z х y z 
2 
C4 _ _ _ 1 _ |I 
lea) 1с;„10} T y 2 + 42 y 4 2 

8 


序号 
1 
2 
”30 


Ic; 


C3 


续 表 


L ir 
(原点 在 略 点 ) 


L'r 
(标准 原点 ) 


算 符 L 


lcz; 10} 
fcz, 10} 
| Ic, 10} 
| Ic4. 10} 
Шс, 10} 
Icas |0! 
сд 10] 
| Ic4,10] 
ile; 10} 


Hes 10} 


|12, |0} 
11.5 |0] 
{1с 10] 
{es ys 0 
сз 10! 
: C3rye 10: 
(сз, у: 10! 


сз. ў: 10! 


cans 10! 


сз 510! 
сз, 10! 
сз 10! 


|[|т,} 


序号 | 类 


2 
Ic 


26 


(Fca) | 


27 
28 
291 с, 
30 
31 
32 
33 
34 
35 | с» 
36 
37 
38 
39 
40 
41 | іс; 
42 

43 

44 

45 

46 


47 


45 
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算 符 1. 


| Tes, | Тү} 


1с, Ta! 
| Tez | T4! 
lca Til 
fecal Tit 
DHLA 
Í Car Тү! 
ГЕЛ 
Ica T1! 
Ica l Ту} 
со 11) 
| соу | Т1! 
[Суу] Т) 
| C2az | Т) 
суя | Til 
| Iezer | Ту) 
| сз | T1} 
сз. | Til 
) Їсз. 5. т 
{leasys 
сз г |Т\) 
lezas |.) 
сз (Ti 


L'r 

(IR ATERA FA) 

х + 1-а уа 
4 4 

r + а yt- a 
rtia у+-га 
pda L, 
yta zita 
х+-ра ғ - аса 
r+—a ¿ta 
+a у+-га 
zta у+-ра 
pta za, 
2+ 4а 了 + 二 4 
т +--а 2+0 
ў+-рга F +a 
= + Ја у+-га 
元 + r + га 
ғ + са ғ +—a 
y+ z +a 
z + а 2+ 1-а 
„ые 
2+ + 
yta ztia 
zta ғ +10 
ӯ +a z+ a 


ч 

+ 
| 

Ë 


= F |= ajm „р F| Р 


ч 


М | ы 
+ + 
| 


S 
十 


5 


e 
+ 
Ë 


н 
十 
= 


Н 
+ 
© 


М | ә Ы | | 
+ | + + 
Š Q 


| 

+ 

| 一 上 | 一 > 
© S 


H 
+ 
Š 


че 
+ 
= 


N 
+ 


к 


Ë - - 


чё | 
+ 

к 上 | 一 上 | 一 上 | 一 上 | 一 上 | 一 
___Ё 


Lir 


(标准 原点 ) 


| 


м | 


续 表 


金红石 (TiO,) 的 空间 群 Di#(P42/mnm ) 是 非 简单 空间 群 , 空 
间 群 的 点 群 是 Dan. 

金红石 的 结 竟 学 品 胞 已 在 图 6.3(c) 中 画 出 ,三 个 基 矢 是 互相 
Н, ВН al = as + a;3. 由 图 看 到 ,每 个 格 点 上 有 一 个 ТО, 分 
于 ,每 个 绩 品 学 晶 胞 内 平均 包括 两 个 詹 原 子 和 四 个 氧 原 子 .在 品 胞 
中 心 的 那个 TiO, 分 子 在 排列 方向 上 与 唱 胞 顶 和 角 上 的 不 同 ,从 一 角 
的 格 点 到 中 心 格 点 的 矢量 不 是 格 矢 ,所 以 ,金红石 不 是 体 心 四 方 格 
子 的 结构 ,而 是 由 两 个 简单 四 方 格子 套 构 而 成 的 , 故 其 布 拉 维 格 是 
简单 四 方 .图 6.4 画 出 金红石 唱 格 中 钛 原子 及 氧 原子 的 排列 . 


{a} 第 1.3.5. :· (b) 第 2、4、6、…: 层 


图 6.4 金红石 晶 格 中 铁 原 子 及 氧 诛 子 的 排列 示意 图 


从 图 看 出 ,金红石 结构 有 一 个 垂直 于 纸 面 的 二 度 轴 及 水 平 镜 象 
oh; 所 以 ,金红石 有 点 群 Di 的 对 称 性 .也 就 是 说 ,点 群 Dy 是 空间 
Ë D 夫 的 子 群 ,但 空间 群 的 点 群 DARE DIKTER. 

HEK ауа, уа, 及 它们 的 宕 生成 简单 四 方 格子 的 平移 群 T. 
空间 群 D1!f 关 于 平移 群 了 的 陪 集 分 解 所 得 的 陪 集 代表 元 亦 分 成 丙 
类 ,第 一 类 是 与 D， 群 同 构 的 那 八 个 代表 元 ,它们 不 包含 有 非 格 矢 平 
移 ; 第 二 类 是 由 D。 群 余下 的 那 八 个 群 元 构成 的 复合 操作 ,它们 都 包 
含有 非 格 矢 平移 r,t 是 由 晶 胞 的 一 角 到 中 心 格 点 的 矢量 . 
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5 (a, +аз+аз) (6.2 —26) 


Т 一 


表 6.2 列 出 了 空间 群 D4 的 陪 集 代表 元 
表 6.2 空间 群 D4 的 陪 集 代表 元 


类 Ж я Я 
第 一 类 ,不 包含 非 客 天 平移 ‘E10}; 
TANIE 
lc 10 (1c, 101), іс, 103 cez 101); 
110}; 


{ 1с, 1010 (0101); 
loa ОРС с, 0 іс О с ,5 101); 


"A 


第 二 类 ,含有 非 格 撩 平移 lc тА са | 


tsal tH feala, dsa Ре lrt); 
lcal Ti Aica lr}; 
taal TiC iez ltl), fanl тС 1с, |1); 


HAA А) ЖЕ АУА ña ЭЕ ин л TE 6.5(a), 从 图 可 以 看 出 ， 
组 成 简单 六 角 结 构 的 格 点 全 都 位 于 一 些 等 距 的 水 平面 上 ,在 每 一 
个 面 上 的 格 点 组 成 一 些 三 角形 的 网 格 ,在 不 同 的 水 平面 上 的 格 点 
处 于 彼此 垂直 的 上 方 (或 下 方 ). 固 体 物 理学 原 胞 的 基 矢 为 


а = (0,0,с),а, = (а ,0,0) ,a3= (= 5a, -24 ,0) 


(6.2 —27) 
为 了 实用 ,往往 还 定义 第 四 个 矢量 


V3 


a, > 4)0) (6.2 —28) 


_ Е 1 
а4= а: — а3=(- 5 


六 角 密 积 结构 是 一 个 复式 格子 , 格 点 处 于 分 属 两 个 简单 六 角 
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F F BJ 2K F Е, BI ЖЖ ЛА T £ Bi 88 4 B) ЕЛ fB F + AH H 
动 т 而 套 构成 的 ,如 图 6.S(b) 所 示 ,其 中 平移 矢量 tH 


图 6.5 (a) 简单 六 角 的 单 胞 (b) 六 角 密 积 格子 的 示意 图 


„(1 43 1 _ 
r= (уа, са›,лус) (6.2 29) 
六 和 角 密 积 结构 具有 非 简 单 


”空间 群 D6 的 对 称 性 ,空间 群 
Di 的 点 群 Go EAR D, ,这 个 
群 由 12 个 正当 转动 和 12 个 非 正 
当 转 动 组 成 ,共有 12 个 类 .空间 
群 Di 的 群 元 亦 可 分 成 两 类 ,一 
类 是 只 包括 格 矢 平移 ,而 另 一 类 
则 包含 了 非 格拉 平移 .将 空间 群 
ЖЕРИН TT 展开 , 陪 集 代表 


元 为 : 图 6.6 转动 轴 的 定义 


ЕО, R {0l e, {R0}, Iltis, Rolt. 
关于 转动 轴 的 定义 见 图 6.6. 


3 6.3 空间 群 D4 的 陪 集 代 表 元 及 其 对 应 的 操作 


|Е|0}; 恒 等 操 作 

Hea lOl, Lez 110}; 绕 = MRITA 

lea lO}, {czcl0},iczol0l; | Е у Саар 945635 z fl 
lle 10 i Tege lO}; 


绕 z р ffi Ja fE ОЙ 


平移 | 1сз„\9} 绕 z 轴 转 动 x 角 后 作 中 心 反 演 

lea 101, {e3410}, о: 1 aN r Ж.А #8H.B 轴 转 动 x H F fE H 
| 心 反 演 

сь т, ес ltl; 绕 x 轴 转 动 -二 角 后 平移 
第 二 类 ,lies,| Ti; 线 > 轴 转 动 w 角 后 平移 + 


ic. ті, соді ті, ісәвіті; 
ті; 


分 别 绕 r+ Н.А #8H B 轴 转 x 和解 后 平移 + 
作 中 心 反 演 后 平移 了 

绕 = 轴 转 动 秋 角 后 作 反 演 然后 平移 т 
分 别 绕 у CRD 轴 转 x 角 后 作 中 心 
反 演 然后 平移 t | 


tes let, iest l rl; 


| leal T}, i 1срс|т],\1сур Ti 


S6.2.4 二 维 空间 群 :171 


对 于 三 维 空间 群 的 研究 ,人们 已 作 了 大 量 的 工作 ,但 对 于 二 维 
空间 群 的 研究 却 少 得 多 ,原因 可 能 是 在 早期 的 固体 物理 学 研究 中 ， 
往往 致力 于 研究 大 块 唱 体 的 体内 性 质 , 因 此 ,只 要 研究 三 维 空间 群 
就 可 以 了 .然而 ,近年 来 关于 结晶 体 表面 .界面 及 薄膜 的 研究 ,引起 
了 大 们 极 大 的 兴趣 .但 是 , 若 一 个 粒子 或 准 粒 子 被 限定 在 结晶 体 的 
茶 个 面 上 或 品 体 薄膜 中 运动 时 ,就 需要 用 到 二 维 空间 群 了 .因此 ， 
”对 二 维 空间 群 的 研究 逐步 被 人 们 重视 . 

晶体 的 表面 .界面 及 薄膜 都 是 一 些 二 维 点 阵 , 即 只 有 党 着 表面 
(以 后 用 表面 这 个 词 代 表 唱 体 的 表面 .界面 及 薄膜 ) 才 具有 周期 性 ， 
而 在 垂下 于 表面 的 方 回 上 则 没有 平移 对 称 性 .这 样 的 二 维 点 阵 , 可 
从 三 维 点 阵 的 十 四 种 布 拉 维 格 压 成 平面 而 得 到 . 这样 ,二 维 点 阵 只 
有 四 种 可 能 的 构 形 , 即 可 分 成 四 个 吻 系 ,五 种 布 拉 维 格 , 图 6.7 画 
出 了 这 四 个 唱 系 的 五 种 布 拉 维 格 , 表 6.4 列 出 了 这 些 品 系 的 点 群 . 
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其 中 ,点 阵 的 基 天 是 a 和 zt ,它们 之 间 的 夹攻 是 a. 


b b b 
L) | 
a a a 


(а) НЕ (bD EE 
Ш а 
| а 
(ec) 正 方形 (d) 六 角形 


图 6.7 二 维 唱 格 的 了 五 种 布 拉 维 格 


表 6.4 二 维 晶 格 单 胞 的 点 群 


简单 斜 形 ,a +6 а= Б,а 任意 , 且 | c | 
С, 2 2 
Cih 2 


а 圭一 及 cosa # 2- И о = 2.3 
n 2р 


上 表 列 出 的 10 个 点 群 与 5 种 二 维 布 拉 维 格 可 组 成 12 个 简单 
空间 群 . 由 于 六 角形 晶 系 中 镜面 的 取 回 不 同 ,可 多 组 合成 一 个 简单 
空间 群 , 所 以 ,六 角形 晶 系 共有 5 个 二 维 简单 空间 群 , 从 而 使 二 维 
简单 空间 群 的 总 数 增 至 13 个 .在 二 维 点 阵 中 , 非 格 矢 平移 只 能 在 
ab 面 的 某 直 线 方向 上 ,考虑 了 它们 后 ,又 组 合 出 4 个 非 简单 空间 
群 , 故 二 维 空间 群 总 共有 17 个 . 


$ 6.3 平移 群 的 不 可 约 表示 


不 可 约 表 示 的 求 出 ”首先 考虑 平移 群 Ti, 这 是 一 个 Ni 阶 阿 
贝尔 群 ,每 一 类 只 由 一 个 群 元 组 成 ,所 以 共有 Ni 个 类 ,有 Ni 个 一 
阶 的 不 可 约 表 示 ,可 以 当 作 数 来 处 理 , 以 她 :表示 平移 群 Ti 的 不 
可 约 表示 . 

0(6.2-18)& (Еа, “= 1E101, 所 以 ， 


Р ({Е|а,|“)=рһ({Е|0})=1 


Di (Е (аі) = DAN G1E101)=1 
所 以 ,DIE ae) 必 为 1 的 Ni 次 方 根 , 可 写作 


这 
рА(|Е|а,|)=е N. (6.3-1) 


其 中 P| 取 值 为 0,1,2,…,(NI-1), 所 以 , 式 (6.3-1) 给 出 了 和 群 
元 1iEiaj| 的 Nj 个 不 可 约 表 示 . 

若 以 DR Оз} Ж] Жл Ж T: K T, 的 不 可 约 表 示 ,经 
过 与 上 面相 同 的 讨论 , 即 得 


A) 
RaP, 


ОСЕ 1421) =е N, 


(6.3-2) 
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Р, 


i2x 
D5(|E|]ajl)= e" N. (6.3—3) 


其 中 P,=0,1,2,-. (N.,-1);P,=0,1,2,:: (N. = 1). 
对 于 平移 群 T,(i =1,2,3)8J — G 1E]| Lal, п] #1] É 
可 写成 


i2zP 
DA ОЕ [да |) =D (E| ai} )] i =e N i (6.3-4) 


2кР, 
р ({Е11а\) = e N 2 (6.3-5) 
| 2rP, 
р%(1Е|1;азі) =е N, 3 (6.3-6) 


Җ(6.2-14)# T=T OTOT MA, PEE T 的 不 可 约 表 
示 D = DAR DS QD s ,由 于 рч #6, и, ART ИЮ 
代替 . 令 R,= 1а +1,а, +1,аз, 

РЕ Е) = РА(Е 1а): О (Е laz!) D({E (13а) 


¿P LP, БР 
=e "№ t N. + N.) (6.3 —7) 

MER aa, K as 可 以 定义 出 倒 格 子 空 间 的 基 和 天 baba K 
р; 如 下 : 


b. = 2n(a, >x as) 四 2х(а; х а) Е 2к(а; Xa) 
1 |а; "азХаз|’`? |а аз Хаз’ 1агаз ха; 
(6.3-8) 
由 此 得 
a; b; = 210, (6.3—9) 
在 倒 格子 空间 中 的 天 量 称 为 倒 格 天 ,与 作 
G, = hb t R,b, + АЁ» (6.3—10) 


EF hih Ah, EE MEARE. 
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在 倒 格子 空间 中 定义 一 些 与 倒 格子 失 量 b 平行 的 矢量 k- 


Р, bi 


Nb 0,71, В, |E la MAE A RR Bul S R 


ре (11а 1) е 


р (Еда |) =е ie) =e iki: R, 


| (6.3—11) 


其 中 R =La. FEH T, 及 T, BJ) A u] 2J Дел ЛУН AHD BJ Ж Ж: 


ИННИК (6.3—12) 
D5(I|E|R,;I)=e k, B; 
其 中 R, = La, R= las. 
由 式 (6.3 一 7) 得 到 平移 群 T 的 不 可 约 表示 为 
Р^({Е|Е,})=е *™, (6.3—13) 


Еэ к= к +, + k, ER X R, EE 3⁄4 E: K EE ЮЕШ Ж СА k H 
k'8 k'=k+ С, £ hh, D 5 D: 是 等 价 的 .因为 


ре (Еву) еа е те а 
而 С, R;=2r(h;l; + həl, + h3l3) =2rxXx 整 数 ,因此 ， 


“iG R =] 
所 以 
DY (|Е|Е,|)=е R=Dt(IE|IR,) (6.3 一 14) 


上 式 表明 ,只 需 在 简约 (第 一 ) 布 里 渊 区 内 选取 波 和 拓 即 可 得 平移 
群 工 的 全 部 不 可 约 表 示 ,因为 ,在 简约 布 里 湖区 内 ,共有 NN 个 波 矢 
k 的 代表 点 均匀 分 布 ,从 而 可 得 到 N 个 群 T 的 不 可 约 表示 DD*. 当 
在 简约 布 里 渊 区 外 选取 时 ,这 个 与 简约 布 里 浏 区 内 的 波 矢 仅 
相差 一 个 倒 格 矢 ,以 这 样 的 大 标志 的 不 可 约 表示 ,就 必 与 由 简约 
布 里 渊 区 内 的 波 矢 标志 的 不 可 约 表 示 等 价 . 
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Ж # БЕЛЬЕ У ШЕ D* 是 一 维 的 ,所 以 ,表示 
矩阵 与 其 特征 标 是 相同 的 , 即 DE(IE]R |) = Y'(IE|R,!) 


Ху ОЕТ RAD (E | R)” 


IEIR | 
= X У) X expl- i(k ` R, -天 R,)] 
F la l3 
— > > 2 exp ior Р) 
í OG L М, 
LCP — Ph) ЗЫР) 
+ N, + N. (6.3—15) 


Pi P3 É Рз;Р, РЖ P; 都 是 一 些 整 数 . lindo М i; 分 别 取 从 和 零 
到 (Ni 一 1),(Ns 一 1) 及 (N; 一 1) 的 整数 .上 式 的 三 重 和 可 分 别 计 
算 如 下 .首先 计算 


N.-1 , | , 

У) | А L. (Р, _ Р”) 1 — е2 P PONN, 
ECX — ШД 7 7 N — a 

一 р М, ] — e2 P PON, 

1 


1— -xP - P) 
= ЭМБР ТЕРУ, (б.3— 16) 
由 于 P, - P1= 整 数 ,所 以 式 (6.3- 16) 的 分 子 总 为 零 .除非 分 母 


亦 同 时 为 零 ,否则 取 和 的 结果 必然 为 零 .要 使 上 式 分 母 为 零 , 除 非 


P-P 
N= 整数 或 零 . 即 要 求 ki 一 k= G, TEH 


М 
Уу | . пы Р) М “ki-ki = G, 时 
exp| — LR = 
t 29 ! 0 HERO 


(6.3—17) 
同 理 可 得 到 另外 两 重 取 和 的 结果 ,这 样 就 得 到 
М 当 k — k' = G, 时 
0 其它 情况 
(6.3— 18) 
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2; D* (JE | R, D) De ({Е Ri)” -4 


ЕТЖ, 


上 式 证 明了 平移 群 T HAT HARR EE BE л B) E 28 FE ,这 也 就 是 特 
征 标的 正 交 性 . 
不 可 约 表示 D* 的 基 沙 数 ” 由 于 D" 是 一 维 的 ,所 以 ,平移 群 丁 
的 每 -一 个 不 可 约 表示 都 只 有 一 个 基 哺 数 ,以 g(r) 标 记 . 用 平移 群 
的 函数 变换 算 符 Ра | 作用 其 上 ,得 
Рец) = DEIR) g(r)=e gelr) 


(6.3 —19) 
根据 函数 变换 算 符 的 定义 ,上 式 的 左边 可 表 为 f 


Pieri кг) = AEIR 'r)= plr- Е) 


(6.3 — 20) 
比较 式 (6.3 一 19) 及 (6.3 一 20), 得 


plr- В) =е (г) (6.321) 


以 不 同 的 标志 的 g(r) 是 不 同 的 不 可 约 表示 DE Bj 38 р Ж, Ed 
此 ,它们 是 互相 正 交 的 .由 于 平移 群 丁 共有 六 个 不 可 约 表 示 , 所 以 
共有 N 个 彼此 正 交 的 基 哨 数 y(r). ШЖ УЛ РАЈ 
形式 : 


plr) е" (ғ) (6.3 —22) 

可 以 证 明 u, ( r ) Ë — 4 АН ña ë JE RJ BJ РЁ ЖС, Вр 
u(r- В,) = u(r) (6.3 ~ 23) 
以 式 (6.3 一 22) 代 入 式 (6.3 一 19) 及 式 (6.3 一 20) 的 右边 ,分 别 得 到 
Pieri pC r) е Ron (r) (6.3 —24) 
Ркаил) е rt" u(r- R) (6.3-25) 


比较 式 (6.3 一 24) 及 (6.3 一 25), 即 有 
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u,(r)= u (r-R,) 


晶体 中 的 电子 是 在 周期 场 中 运动 的 粒子 КИВИН (г) 
具有 平移 不 变性 , 即 


PiglgiH(r)= H(r)Pigin.i (6.3—26) 


# Jy(r) 是 H(r) 的 本 征 值 为 E BJ ЖЛЕ РАК, H Pieri pir) IRR. 
由 5S.1l 的 定理 一 知 ,Vkr) 构 成 平移 群 的 不 可 约 表 示 的 基 晒 数 . 因 
此 ,yy(r)== gr(r). 就 是 说 ,在 周期 场 中 运动 的 电子 的 波 函 数 , 必 具 
有 式 (6.3 一 21) 或 (6.3 一 22)、(6.3 一 23) 所 示 的 形式 ,这 种 形式 的 
波 孔 数 称 作 布 洛 赫 波 函数 . 式 (6.3 一 21) 及 (6.3 一 22)、(6.3 一 23) 
同 称 为 布 洛 赫 定理 .这 个 定理 使 我 们 不 必 求 解 羡 定 证 方程 就 能 了 
解 在 周期 场 中 运动 的 电子 的 波 函 数 所 应 具有 的 性 质 . 

令 g(r) 是 不 可 约 表 示 DD 的 基 矢 ,yx (7r) 是 不 可 约 表 示 Dk 
Ер. 以 函数 变换 算 符 作用 于 这 两 个 基 函 数 和 直 积 卫 数 
gr)yg(r) 上 ,得 


Рк\к үк г) фе (r) = ОСЕТЕ) Р (ЕТЕ, |) g(r) (г) 
= expl — i(k + k) Ri ló, (r)de(r) 
= DOE ({Е|Е,]) g(r) фу (т) (6.3—27) 


Hi T +k 仍 为 一 波 矢 , 它 可 能 在 简约 布 里 渊 区 之 内 ,也 可 能 与 简 
约 布 里 洲 区 内 之 某 一 波 和 撩 仅 相 差 一 个 倒 格 矢 ( 即 等 价 于 简约 布 里 
渊 区 内 之 波 矢 ), 所 以 FO 仍 为 平移 群 的 一 个 不 可 约 表示 , 直 
积 空间 仍 为 一 个 不 可 约 的 矢量 空间 . 


56.4 ”简单 空间 群 的 不 可 约 表示 


已 知 空间 群 G 的 阶 g = Ng, 是 个 很 大 的 数 ;简单 空间 群 G 可 
表 为 平移 群 T 及 空间 群 的 点 群 Gu 的 半 直 积 , 即 G = T A G0. 我 
- 321 > 


们 希望 利用 较 小 的 空间 群 的 点 群 G6 的 子 群 的 不 可 约 表示 ,得 到 
简单 空间 群 G 的 不 可 约 表 示 , 为 此 ,在 下 面 给 出 一 些 必要 的 定义 
及 定理 DLL2] 


56.4.1 ЖАЙ E k £ 


取 空 间 群 的 点 群 Go 的 go 个 群 元 {Ri1, 分 别 作 用 在 波 和 撩 kk E, 
得 到 g TARE RE. 由 于 与 上 + G, 是 等 价 的 ,可 把 它们 看 作 
是 相同 的 波 矢 ,所 以 ,gu 个 波 矢 Rk 就 不 一 定 都 是 不 相同 的 了 . 根 
据 这 种 考虑 ,可 以 将 点 群 Go 的 群 元 分 成 两 类 ,其 中 一 类 元 满足 


Rk=k+ G, (б.4—1) 
式 中 的 G, ЖЖ ж, н И E В Кл ДЕ. 
Rk * К+ G, (6.4-2) 


空间 群 的 点 群 Cu 中 所 有 满足 式 (6.4 一 1) 的 群 元 ,构成 一 个 
群 , 这 个 群 就 称 作 波 矢 群 Go (k). W ЖЕ K E Сок) 6 25 [8] 
点 群 Go 的 子 群 ,因而 也 是 简单 空间 群 G 的 子 群 .将 点 群 Gu 按 子 
ВЕ Go(k) 作 陪 集 分 解 , 得 
Go = Go(k).+ {R210! СА) +- (6.4-3) 
右 以 go(k) 表 示 波 矢 群 Go(k) 的 阶 ,那么 ,上 式 中 的 陪 集 代表 元 
的 个 数 就 应 该 是 
m(k)= go/go(k) (6.4-4) 
式 46.4-3) 中 的 (kg) 个 陪 集 代 表 元 {R;10I 是 属于 和 群 Go 而 不 属 
TERE Go(k) 的 ,所 以 ,以 它们 作 几 于 波 和 撩 上 ,满足 式 (6.4 一 
2) ,或 写成 
Rik= k; +k, (6.4-5) 
Ар k, +k. RIK m (k) VK OG IT k Е, mk) 
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个 与 上 不 等 价 的 波 矢 ,这 些 波 矢 的 集合 就 称 为 波 矢 星 ( 或 称 k 
E). 
BJ 求 二 维 正方 格子 的 空间 群 Cs,(P4mm ) 的 波 矢 群 及 波 矢 星 . 
C4, 群 是 个 简单 空间 群 ,其 点 群 Go 是 C4, 群 ,共有 八 个 群 元 ， 
列 于 表 6.5 中 .二 维 正 方 格子 的 布 里 浏 区 示 于 图 6.8. 


表 6.5 AR C4, 的 群 元 及 其 对 坐标 的 变换 


群 元 符号 E ба, Сд С2, с? f d, са! C2y 
标号 R, R; R, R, R; Ке R; Rg 
对 yz 的 影 啊 yz z y Z y yz yz z y ту yz 


HX fp EW X ri I£ — sa НУК 
天 K ,以 C4 群 的 八 个 元 分 别 作 
用 其 上 , 除 RiK= 天 外 ,其 它 七 
个 元 的 作用 均 满 足 式 (6.4 一 
2), 因 此, 波 矢 群 G ( k JAX H tE 
等 元 构成 , 波 和 天 星 由 八 个 波 天 
组 成 .图 6.9(a) 通 出 了 这 八 个 
ЖЕН А HI R E. 
取 位 于 ky WERAK, más 一 维 正方 格子 的 布 里 洲 区 
以 Cs, 群 的 元 作用 其 上 , 则 有 
Rik= Rek=k, Rok= Rsk=k, 
R,k=Rsk=k,= -k,, Ręk=R;k=k,=-k, 
可 见 , 波 矢 群 Ск) = (RI, К, КЕНТ ТА ИТО У КЮ 
成 ,图 6.9(b) 画 出 了 这 个 波 天 星 . 
各 在 布 里 渊 区 中 选择 边界 上 的 点 ;这 时 , 波 矢 星 中 不 等 价 的 大 
的 数目 就 会 减少 ,这 是 由 于 任何 两 个 触及 布 里 渊 区 相对 的 边界 的 
波 矢 之 差 恰 为 一 个 倒 格 矢 ,所 以 ,这 两 个 波 矢 是 等 价 的 ,只 作为 一 
个 波 矢 来 处 理 ,如 图 6.9(d) 所 示 . 
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图 6.9 二 维 正 方 格子 波 矢 星 的 典型 例子 
(a) 是 一 般 点 ,有 八 个 波 矢 .(b) 一 (c) 有 四 个 波 天 
(d) 一 (人 是 在 边界 上 的 点 所 对 应 的 波 拓 星 


若 所 取 的 点 位 于 正方 格子 的 角 上 (M 点 ), 以 C4, 群 的 所 有 元 
作用 于 其 上 所 得 到 的 波 矢 都 只 相差 一 个 个 格 矢 , 即 这 些 波 矢 全 是 
等 价 的 ,都 等 价 于 原来 的 波 矢 大. 换 句 话 说 ,在 Cs, 群 的 所 有 群 元 
作用 下 波 和 撩 是 不 变 的 ,如 图 6.9(f) 所 示 . 这 与 =0 点 处 的 情形 
相同 .在 这 种 情况 下 , 波 矢 群 Go(K) 就 是 空间 群 的 点 群 Go( C4,)， 
而 波 矢 星 仅 由 一 个 波 矢 组 成 . 

由 上 面 的 讨论 清楚 地 看 到 , 布 里 渊 区 中 不 同 的 点 的 波 矢 星 中 
的 波 汞 数 是 不 同 的 . 当 波 矢 星 中 的 波 矢 数 较 大 时 ,相应 的 波 矢 群 
Go(k) 的 阶 就 较 小 , 即 这 点 的 对 称 性 较 低 .为 此 可 定义 布 里 浏 区 中 
的 一 般 点 、 对 称 点 、 对 称 轴 及 对 称 面 .车 布 里 渊 区 中 某 一 点 大 的 波 
矢 群 Go(k) 仅 包含 一 个 恒 等 元 {10} , 即 Go(K) 是 一 个 平庸 群 ,这 
样 的 点 就 称 为 布 里 渊 区 中 的 一 般 点 . 若 某 点 大 的 波 矢 群 Go(k) 不 
是 平庸 群 ,那么 ,这 个 点 就 称 为 对 称 点 ,对 称 点 的 波 矢 群 Go(k) 的 
阶 go 越 大 ,这 个 对 称 点 的 对 称 性 就 越 高 .车 布 里 浏 区 中 的 某 一 线 
上 或 某 一 面 上 所 有 的 点 都 具有 相同 的 非 平庸 波 矢 群 Go (k),BE 
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么 ,这 条 线 和 这 个 面 就 称 为 布 里 渊 区 中 的 对 称 轴 和 对 称 面 .图 
6.10 画 出 了 体 心 立 方面 心 立 方 唱 格 的 第 一 布 里 渊 区 . 表 6.6 Ж 
表 6.7 分 别 给 出 了 体 心 立方 空间 群 Of 及 面 心 立方 空间 群 O05 的 各 
对 称 点 、 对 称 轴 及 对 称 面 的 波 矢 群 Gó(k).. 


图 6.10 (а) 体 心 立方 (b) 面 心 立方 唱 格 的 


第 一 布 里 渊 区 
表 6.6 体 心 立 方 空间 群 O04 的 各 对 称 点 、 轴 , 面 的 Go (k) 
点 Go( k) 
Г O, 
H O, 
N Dan 
p Ta 
轴 Go( k) 
À ——(0,0,2к) Cay 
х 
А (ккк) Сз, 
2 = (0,x,x) С», 
а 
р Z (e,1,1) Cay 
F ——(1-к,1-к‚1+к) Cs, 
G —-(0,1-к,1+к) С», 
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续 表 


面 Go(k) 
THN С,(1с,,) 
ГМР C.( 1с...) 
ГНР Cs сәғ) 
НМР Cs( lcan) 


表 6.7 面 心 立方 空间 群 0% 的 对 称 点 . 轴 及 面 的 波 矢 点 群 G (k) 


点 £ ж Golk) 
I' O, 
K Cay 
L Рза 
U С», 
W D-a 
X Daa 
轴 Go(k) 
A Ca 
A Сз, 
> С», 
Q С 
S С», 
Z C2, 
O Gol k) 
rKWX Cl ezz) 
ГКІ. С. 1с) 
TLUX C.UIc;,y) 
UWX C.( lcz) 


S6.4.2 有 关 简 单 空 间 群 不 可 约 表示 的 定理 


定理 一 若 大 是 布 里 渊 区 中 任意 的 可 取 波 矢 ;|Ri10 是 Go 
按 Co(K) 的 左 陪 集 分 解 的 陪 集 代 表 元 ;De (是 Co(K) 的 2, 维 的 


不 可 约 么 正 表示 .于 是 ,相应 地 存在 空间 群 G 的 一 个 Lo (k ) Ë BU 
不 可 约 么 正 表示 D° ,其 和 矩阵 元 为 


D’ (I R 'RR,|01),.exp( —iR; k'R,) 
6 `4 R-IRR;€ Go( kK); 
0 其 它 情况 
(б.4—6) 
#rhB;j,i=1,2,-',m(k),t,s=1,2,- 0 空间 群 G 的 全 部 不 
可 约 表示 都 可 以 用 这 种 方法 从 Gu(K) 的 全 部 不 等 价 的 不 可 约 表示 
求 出 ,k 是 所 有 的 可 取 的 波 矢 量 ,它们 分 属于 不 同 的 波 矢 星 . 
证 明 : 首先 证 明 Di 是 空间 群 G 的 表示 . 取 空 间 群 G 的 任 
意 两 个 元 |R|R,| 及 |R |R'| ,其 乘积 | 
[R| R, ЕЦЕ, | = IRR |КЕ, + R, | 
根据 式 (6.4-6) 存 在 两 个 矩阵 р (і КІВ, DÆ D? | R '|R/!), 
它们 的 乘积 若 与 怎 阵 DY?(| RR '|RR +В, |), Д DE 就 是 空间 
群 G 的 一 个 表示 . 
2 2 IDP(|R ТА, |), „реВ | RE |) 


SD’? (IR 'RR„ 101), D (IRR R, 101)... 


_ expl- iRk ° R, — iR,k - R; | 
当 R 'RR, K R; IR R, 5% G (k) 的 群 元 时 ， 
0 ”其 它 情况 
(6.4-7) 
上 式 中 使 矩阵 元 不 为 零 的 条 件 可 表 为 
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R RR .k=k K Ra R'Rik=k 


由 此 得 到 R. .k=R КЕК XK R,k=R'R,K. 

这 表明 对 于 已 取 定 的 矩阵 元 , К, 不 是 任意 的 ,而 是 被 唯一 确定 
的 ,因此 , 式 (6.4 一 7) 中 对 m 的 求 和 就 只 剩 下 一 项 .经 运算 后 , 式 
(6.4 一 7) 可 表 为 


У, 2 DP(|R I Е„}) a DE (IR | Rii) mui 
D’ ( {R 'RR'R; | 0} ) expl- iR;k - (R, + RR) ] 
= КРЕК КЕ, Є Go(k) 时 
0 ”其 它 情况 
= р ([ RR | RR; + К, a a = РОКА, IR R „})„ 
HEKE ре 是 空间 群 G 的 不 可 约 表 示 . 根 据 不 可 约 表示 的 
判 据 式 (2.6 一 9), 先 写 出 D 的 特征 标 


X” (IR 1 R,|) = XDP UR | Е„})„ 


= > D° (|R RR; 101), ,exp(iR;k - R, ) 
> | `4 R-IIRR,E Go(k) 


= >; X (IRF RR; | 0})exp(iRk : R,) 
于 是 ， 


У XRIR,I)” X 2(IR | R,}) 


= У! DX (IRI!RR;, 10|)“ x (ЕТКЕ, 10| )ехр[ (Е, – R;)k 


К.К.К. К. 


R.) 当 RiiRR; KR 'RR; у G (k) 的 群 元 时 (6.4-8) 


陪 集 代 表 元 R, 共有 m (Kk) 个 ,因此 ,R; ЕК, BJ JG 3E q mki, 
它们 组 成 R 类 ,所 以 
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SS XP OR IRR; 10}) = m(k) X (|RI'RR; 101) 
考虑 了 这 些 结果 后 , 式 (6.4 一 8) 就 成 为 


УУХ ORI R, 1)" X ORI RD 


N D (ЕЕЕ, |0) 1° 


= Nm(k) У) (ЕТПЕК, |01) |? 
= Nm(k)go(k) = Neo = g 
利用 式 (2.9 一 11) 证 明 De 是 空间 群 G 的 全 部 不 等 价 的 不 可 
约 表 示 . 定 理 已 告诉 我 们 ,Dw 是 1,m(k) 维 的 ,1, 是 Go(k) 的 不 可 
约 表 示 的 维 数 , 于 是 
У2т(к)2 = 21m(k)ig (k) = Ут (к) [т (к) воб) 
= X m(k)go = Ngo = g 


在 我 们 给 出 了 关于 不 可 约 表示 DE 的 基 函 数 的 定理 后 ,很 容 
易 证 明 D? 是 个 么 正 表示 ， 

定理 二 设 у (r) 是 波 和 撩 为 k 的 布 洛 赫 函数 ,s = 1,2,…， 
L 函数 集 { (r) ЖЕШ G (K) 1, 维 的 不 可 约 么 正 表示 
的 基 . 令 

фи (г) = Руко (r) (6.4-9) 

i =1,2,…,m(k);| R10} 是 点 群 Go 关于 Go(K) 的 陪 集 代表 元 . 
那么 ,函数 集 { yr(r )| 就 构成 了 空间 群 G 的 i,m (Kk) 维 的 不 可 约 
ЖЛЕ Ж ЛК ЇЙ Ж. 

ШЕ АН. 分 两 步 来 证 明 . 

(1) WE Pirjo pt (r) = Ф (г) і КА К, К 的 布 洛 赫 活 
数 . 当 yt?(r) 为 布 洛 赫 函 数 时 ,由 式 (6.3 - 22), 
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pP (р) = ek r EP (r) 

Ок? (р) = Рр о ФК (р) = ехр(ік К; к) и? (R 
= ехр(1Р.К л) и (R r) 

Pirr 190207) = dr К, ) 


71.) 


і 


= ехрібк (л В, ) Ји®(Кг r- R,) 
= exp( iR; k` В, )ехр(ік• R; 'r)u (ЕГ !г) 
一 e КАСЕ, (р Ir.) =e RE RPR 101 Ф (r) 
于 是 ,上 式 可 重新 写成 
(п Rs)=e (р) 
ERRI, (г) Е DERA Rik ВЛ. 
(2) 取 任 意 的 群 元 |RIR ЄС, (К. 10) €C Go 而 不 属 波 天 群 
Go(k). 以 相应 的 函数 变换 算 符 作用 于 yi*(r) 上 ,由 于 
Р ків iPiRi = Pir iR = Prio PER R IP IR RR 
所 以 ， 
Pirie i He (т) = Piro Piee ri Pir RR 101957 (r) (6.4—10) 
可 以 选择 {R;101 是 点 群 Go 关于 Go(K) 的 陪 集 代表 元 ,而 且 使 
[R !RR,|016 Go(K) ,这样 , 上 式 右 边 就 等 于 
ёк RRE, k Pig PIERR > D°( | R RR; | 01), (г) 
= >) DDUR PRR, 10|),., Pig ae ЕЁ, P gh Cr 8k pra 
= >; >D’ (ÍR; ЕК, | 01), e FER фы (r) древка 
= Ур (КЕК, 101), фу (Tr ) дк RRka 
Ve RARER (6.4 - 10), BUEH T | gp (r) ER G 的 表示 ре 


НО АС рК #0. 
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取 De НЕТА А И (г) KE g Сг) ERAR, f 


HP), фу (т) = (Руко С) „Руко (r)) 
=(P (r), Pirjo Pir lo pe (Cr)) 
= (WP (л), фе (r)) dij = f д, ds, 
上 式 最 后 一 步 利用 了 Gu(K) 的 不 可 约 表示 Dh u ERM E 


交 性 .上 式 表 明 , 空 间 群 G 的 不 可 约 表示 的 基 哨 数 是 正 交 的 , 因 
此 ,不 可 约 表 示 РЕ R. Z IE K. 

例 ЖУ ОРЖ Ci 的 不 可 约 表示 . 

(1) 求 空 间 群 O? 的 不 可 约 表 示 

ZAR Oi 是 面 心 立方 格子 的 对 称 群 ,是 个 简单 空间 群 . 取 布 
里 渊 区 的 中 心 点 (TT 点), 相应 的 波 矢 为 kr = (0,0,0), Ж 
Gok) SAR Go 相同 ,都 是 点 群 Op .已 知 ОШЕН 48 个 群 元 ,分 
成 十 类 ,共有 十 个 不 可 约 表示 .了 点 的 波 矢 星 只 有 一 个 波 矢 ,对 应 
的 转动 元 是 瓦 .所 以 ,空间 群 ORRIA kr 标志 的 不 可 约 表 示 D W 
维 数 Im (k)= 7, 与 波 矢 群 Go(K) 的 不 可 约 表示 D” 的 维 数 相同 . 
由 式 (6.4 一 6) 得 

Dr({RIR,I)=D?({E 1ЕЕ|0})ехр( — ЕК, R,)= D (18101) 

这 是 因为 kr = (0,0,0), Е explikr:R,)=1,7 W, ИД kr 标志 
的 空间 群 O? 的 不 可 约 表 示 与 Ot 群 的 不 可 约 表示 是 完全 相同 的 . 


取 工 点 的 波 矢 ki = (1, 1 ,1) 来 标志 Ж O BJ A 9] 27 & 
W.R 6.72 h L АЙКА ЯК Ж Dua £& T #t i 12 个 群 元 分 成 
六 类 ,共有 六 个 不 可 约 表 示 ,其 中 二 个 是 二 维 的 ,其 余 四 个 是 一 维 
的 .将 OLR О W TF IS Ж ОЛЕ ,得 

Or = Оза + co, Dsi + c; Dsa+t с2.Оза 
陪 集 代 表 元 RISE, ,R = co R35 су, R4 = cx, 它们 分 别 作用 
TEX k 上 ,得 到 四 个 不 等 价 的 波 矢 ,分别 是 k = 一 (1,1,1)， 
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Kx 


к= (1,-1,-1),k = (0-1,1, - 1), а= (1,1, 
1). 这 四 个 不 等 价 的 波 天 组 成 了 二 点 的 波 矢 星 . 

取 空 间 群 Oi 的 元 {EE|R,| , 求 其 不 可 约 表示 D. 当 D? 为 
Dss 群 的 一 维 表示 时 ,DD = D: .由 于 RR=EE, 所 以 , 仅 当 i=j W, 
R 'RR' € D34 的 要 求 才 能 满足 ,这 样 ,DE'({E|R,|) 是 一 个 对 
角 和 矩阵 .由 式 46.4-6) 可 得 


e "а 0 0 
-ik 'R 
Di. ({Е|Е„}) = ) ° ° 0 'R | 
0 0 e "т, 0 
0 0 0 e ik, `R 
# R = c4, Jl 
К’; ‘с.а = cayz， К° ‘са. Кз= Czyz 4 
R'ylca Í R A = сд,» R'i'ca R = сзуғ 
若 仍 取 О, ЕН — BE KR M| ре (lc RDA 
0 0 0 e ik, `R, 
0 e ik, `R 0 
Di. (Ica 12,1) = R i 
e ik. Ü Ü Ü 
0 е ik, `R, 0 () 


Did 群 的 二 维 表 示 D° BJ Жл Ж EE >J 
1 1 

2 2 
1 - 


D°( I czyz |0}) = 


1 
2 2 


于 是 空间 群 O5 的 不 可 约 表示 DP (| R | R, DRENA AKE 
阵 ,矩阵 元 可 由 式 (6.4- 6) 计 算得 到 ,于 是 ， 
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0 
Z @ 
° “ы n- ERT 
Ë _ u ЕТ 3 人 


0 


= ( | É: i | 31) аза 
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对 于 空间 群 0 的 其 它 群 元 亦 可 用 同样 方法 得 到 它们 的 以 Кү 
为 指标 的 不 可 约 表示 .由 上 面 的 计算 看 出 ,以 布 里 渊 区 中 对 称 性 越 
低 的 点 的 波 矢 来 标志 的 空间 群 的 不 可 约 表示 的 维 数 越 大 .如 任意 
点 大 , 波 矢 群 Go(k) 只 有 一 个 恒 等 元 , 波 矢 星 共 由 48 个 波 矢 构成 ， 
即 m(R)=48, 这 时 ,以 这 任意 点 的 来 标志 的 不 可 约 表示 就 是 
48 阶 的 , 即 为 48 x 48 WJ R EE. 

(2) 求 二 维 正方 格子 的 空间 群 Cl. 的 不 可 约 表示 . 

取 是 布 里 渊 区 中 的 任意 点 . 

由 前 面 的 讨论 已 知 该 点 的 波 矢 星 由 八 个 波 矢 组 成 ,因此 ,该 点 
的 波 矢 群 仅 包含 群 元 iE101. 所 以 ,Go(k) 只 有 一 个 不 可 约 表 
示 一 一 恒 等 表示 . 取 空 间 群 C1, 的 元 1E|R,i, 仅 当 i=j BF, 
К, RR; = ЕАУ, AA, EIR ;的 不 可 约 表示 是 对 角 的 .由 式 
(6.4 一 6) 可 求 得 其 矩阵 元 为 


DkE(IE]|R, | ); =e WE RQ; 


TE, 


р“ ЕК) = 
() e iks `R, 


其 中 上 ;= Кк, КЕНЕН. 
当 群 元 为 1R;| R | 时 ,使 К. КК, Є Go(K) 的 要 求 化 作 
R; Rs;R;= EE, 亦 妈 R;R:= R, 时 和 矩阵 元 不 为 零 . 根 据 表 6.5 得 到 


КК,=К;$, RsR,= Кє, R; R= К+, R; R= Rg, 
RsR; = R}, КК&=К„, Rs R-= R3, КК = R4. 
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于 是 D (RIR, |) ЧУЕ 8 >x 8 的 矩阵 ,由 式 (6.4-6) 可 将 其 具 
体 算出 ， 


D*({R;|R,})= 

0 0 0 0 e “КЕ 0 0 0 

0 0 0 0 0 е’ ko R, 0 0 

0 0 0 0 0 0 e ky R 0 

0 0 0 0 Ü 0 Ü e k K, 
e ks R, 0 Ü) 0 Ü 0 0 () 

0 e ik Fn Ü 0 0 0 0 0 

0 0 e 47'К, 0 0 0 0 0 

0 0 Ü e ig R, 0 0 0 0 


其 它 各 个 群 元 的 表示 和 矩阵 均 可 照样 写 出 . 

取 布 里 渊 区 中 A 轴 上 的 点 ka. 

使 大 轴 上 的 点 不 变 的 转动 操作 是 RI 及 Rg, 这 两 个 群 元 组 成 
C, 群 ,这 就 是 A, 轴 上 一 点 有 1 BJ X#E Со(к,). HATE C A Ж 
星 包 含 了 四 个 波 矢 : 


Riki Rak i = k], К.К, = КК, = k>, 

К.к = Rsk = К = - ki; R ik = Rsk = К. = _ k3. 
可 见 , Gol ki) = Go(ks), Сок) = Сока), E: rh Соб, ) = IR, 
Rg! ,Go(k,)= (Ri, R4! ,这 些 群 都 与 (2, 群 间 构 .已 知 


将 空间 群 C4, 的 点 群 C4, 按 Go(k1) 作 陪 集 分 解 ， 


G = RjGo(k) + R,Goó(k,)+ К, Сук) + ReGo(ki) 
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陪 集 代 表 元 为 Ri =R i, Ri =R, Ra = R, ,,R,= R, 
取 空 间 群 的 群 元 |R;| R, 1, 3 R ÁR 2j л EE. 由 表 6.5 
知 , 满 足 RIR RE Go(k1) 的 仅 有 四 组 操作 : 


RR; = R Rg, R; R, = Е.К, ‚„К;К; = Р'К,,РВ;Р, = RR, 


TE, 
0 0 e ik R, () 
() 0 () e iky R, 
D  (IRs|R,1) = z 
ik 0 0 () 
() ek. R, () 0 
0 0 T 0 
0 0 0 e 'к2' К, 
D*:2: (| R;| R,}) = ES | 
—e y R, Ü 0 0 
() e k R, 0 0 


#* Go 按 Go(k;) 的 陪 集 展开 , 则 可 求 得 ре? (ВІК, |). 
Жк, 是 布 里 洲 区 中 的 对 称 点 XX, 即 k = j Z, 


5 < EF С»\К,) = IR i R4, Rs, Rs| 常 称 之 为 X # , CES С», 
群 同 构 ,已 知 其 特征 标 表 为 


由 图 6.9(e) 看 到 , 波 矢 星 由 大 ,大 = 大 一 两 个 波 矢 组 成 由 表 
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6.5 В,С, ) = IR i, R4, R;, Rg] 一 Go( k, ) ,将 Go 控 Go( k, ) 的 
障 集 分 解 


Go =R Сок) + RGo(lki) 


陪 集 代表 元 К = R RS = R, 对 于 群 元 {R31 R | 来 说 ,满足 
R' RIR GE Go (ki1) 的 条 件 的 陪 集 代 表 元 有 КК = R; Rs, 
R3R;= R1R4, 于 是 得 到 四 个 二 维 的 表示 ,它们 分 别 是 : 


т ГЕ 
а, o | 
Б 

ЫН 


D% (IR; | R, | 


D*:*:( {Rs|R,!) 


e tk К, 
Dh (1Rs|R,i)= к, . | 
e ik, К, 
р^ (Р.Е | - ik, ‚к б 
€ 
其 中 k; = КК, 


若 将 Go 按 Go(k,) 的 陪 集 展开 ,又 可 得 到 四 个 二 维 的 不 可 约 表示 
Dm*({R3|R,|), 其 中 i=1,2,3,4. 

` k 取 在 布 里 渊 区 中 的 了 点 及 M 点 时 , 波 矢 群 Go (上 ) 就 是 
空间 群 G 的 点 群 Gu, 于 是 有 


D™?(IRIR,I)=e ®© "D (R) 


其 中 D?(R) 是 Go 的 不 可 约 表示 矩阵 ,对 于 丁点 以 k=0 代入 ,这 
样 ,空间 群 的 不 可 约 表示 就 是 点 群 Go 的 不 可 约 表示 .对 于 M А, 


以 k=j +k КАИ. 
56.5 非 简 单 空 间 群 的 不 可 约 表示 


非 简单 空间 群 G 的 群 元 ,不 是 都 可 以 写 为 转动 算 符 与 平移 算 
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符 的 乘积 的 .因此 , 非 简单 空间 群 G 不 是 平移 群 工 与 其 点 群 Go 的 
半 直 积 群 .但 是 ,平移 群 了 仍 是 非 简单 空间 群 G 的 不 变 子 群 , 因 
此 , 便 有 可 能 从 较 小 的 群 的 不 可 约 表 示 来 导出 群 G 的 不 可 的 
ЖЛ. 


56.5.1 ЖЖ 5 3k < E 
ARE Gk) 非 简 单 空间 群 G 的 群 元 中 ,所 有 满足 
Rk =k + G, (б.5—1) 


的 群 元 {R|tr1 的 集合 组 成 的 群 就 称 为 波 矢 群 , 记 作 G(k). W K 
群 G(K) 是 非 简单 空间 群 G 的 子 群 ,G(K) 也 是 个 空间 群 ,平移 群 
三 是 它 的 不 变 子 群 . 当 波 矢 群 G(k) 所 有 元 的 平移 部 分 均 为 零 时 ， 
由 其 转动 部 分 {1R1O1 构 成 的 群 就 是 波 矢 点 群 Go(k) ,Go(K) 是 空 
间 群 G 的 点 群 Go 的 子 群 . 

AR AR Go(K) 是 波 矢 群 G(K) 的 点 群 . 若 以 g(k) 及 g (k) 
分 别 表示 波 天 群 G(k) 及 波 矢 点 群 Golk) 的 阶 , 由 式 (6.2 -21)， 
得 g(k)= go(k)N. 

将 空间 群 G 按 波 矢 群 G(K) 的 左 陪 集 分解 , 得 到 т (к) + EZ 
ЖК, хире КАЛАН ІР, т, ЕК. Н 


N 
m(k)= (O ZIN СКЕ) (6.5-2) 

与 简单 空间 群 一 样 ,可 以 定义 布 里 渊 区 的 一 般 点 及 对 称 点 、 对 
称 轴 、 对 称 面 .各 布 里 渊 区 中 某 点 的 波 矢 群 G(K) 是 平移 群 个 ,这 
ХАУ Б, ж G(Kk) 是 大 于 平移 群 人 的 空间 群 , 则 这 个 
点 就 称 为 对 称 点 . 知 布 里 渊 区 中 某 轴 上 或 面 上 的 点 都 具有 相同 的 
大 于 平移 群 了 的 波 矢 群 G(K), 则 这 些 轴 和 面 就 分 别称 为 对 称 轴 
和 对 称 面 .流失 群 G(K) 的 阶 越 大 的 点 、 轴 、 面 的 对 称 性 越 高 .如果 
非 简单 空间 群 与 简单 空间 群 具有 相同 的 布 拉 维 格 及 点 群 Go, ME 
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TERA ж E AB 18) BJ XP APA sa 91 АШ. 
所 有 满足 方程 


е WR, = | (6.5—3) 
的 晶 格 平移 算 符 i 五 | 丸 Н EAS HBP wE T(K), 这 个 群 是 平 
МЕ T 的 子 群 ,也 是 波 矢 群 G(K) 的 子 群 .下 面 将 证 明 , 平 移 群 
T(k) 是 波 矢 群 G(Kk) 的 正规 子 群 . 任 了 到 属于 波 失 群 ССК) АЈ 


于 平移 群 T(k) 的 群 元 |R | l. ЕРЕ T(k) 的 任意 元 
(Ej R, Ж Өл: 


{ЕЁ IEI EIR, IR |£ l l< E] R В, 


` ғ . I | 
p b — * — + и 
е ik RR, =e iR k R =e i(k G.) R. 


上 面 最 后 一 步 利 用 了 式 (6.5 一 1). 由 于 GR, =2ry, 是 整数 ， 
故 exp( 一 1G,* R,)=1, 于 是 上 式 变 成 | 


e ik*R Е =e KR, =1 


这 个 结果 表明 ,ERR, ЕВИ ТОК) әс. НЮ, ТСК) 
是 G(k) 的 正规 子 群 . 波 矢 群 G(K) 的 商 群 GC(k)AT(K) 的 群 元 都 
可 表 为 {RItIT(K) 的 形式 ,单位 元 就 是 { E10} T(k). 

HRE 令 {R,|7,i 是 空间 群 G 按 波 矢 群 G(K) 的 左 陪 集 分 
解 的 陪 集 代 表 元 ,i= 1,2,…,m(k). 以 R; 作用 于 波 和 撩 k 上 ,得 


k;= КК (б.5—4) 
这 m (k) TR X k 的 集合 就 称 为 波 矢 星 . 
$6.5.2 非 简单 空间 群 的 不 可 约 表示 


与 简单 空间 群 的 情形 相似 ,在 这 里 ,也 是 以 定理 的 形式 给 出 非 
简单 空间 群 的 不 可 约 表示 1. 
定理 一 ik 是 简约 布 里 渊 区 中 的 波 矢量 ,|R,;|7z;| 是 非 简 
单 空间 群 G 按 波 矢 群 G(k) 的 左 陪 集 分 解 的 陪 集 代表 元 ,i = 1,2， 
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,Mm(k). 令 Dhn ERRE GC) — 4 1, Ж BJ AS uj 2j Z IE Ж 
示 , 这 个 表示 满足 


D? œ (TEI R,})=exp(—ik* R,)DŻ? CELO) (6.5-5) 


式 中 EE|R,| 是 平移 群 工 的 任意 元 .那么 , 必 相应 存在 非 简单 空间 
# G 的 一 个 Lm(k) 维 的 不 可 约 ZERK DY ‚ДЖЕ © 


DE (ÍR | tr + К, |), = 
Dra (IR ir) HRI tr) IR, |z) e RA R, 
HIRIT IIR] trI R:t) € G(K)NH (6.5-6) 
0 其 它 情况 
AP j,i=1,2,…,m(k),t,s 二 1,2,… ,Ls. 当 kk DUR f 2 4 E 09 
K BJ Á hi] BJ Ж R E rH & T Ae FK BJ IB hh. aj A K(6.5 - 5) Ж 
(6.5 一 6) 求 得 非 简单 空间 群 G 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 么 正 表示 . 
WRA: 首先 证 明 由 定理 给 出 的 De 是 非 简 单 空 间 群 G 的 一 
个 表示 .已 知 


IR] E t R, ÍR [ter + ЕЮ | = IRR '|R(r +R ',)+ zg + R, | 
— {КЕ | (Ктр, + тр) + (RR , + R,)) (6.5—7) 


2 DË (IR | Tr + 8,1), a DPR | ze + R, Dn 


H ‚15 


= ЭШ (IR, тА | tR) Ra ты}! ш 


Do (IR, |z HR тА I r) eo[- (Rk : R, + R,k + R,)] 
`i R |z) {R| tr) Ral Tn Р, [т HIR ltp Ре) 
为 G ( k ) B) Jü Bf 
AP Dë (IR trt К, |), mu 不 为 零 的 条 件 表 明 ， 


R; RR,k=k 


Bl. R. k= К ‘КК. DER | tr + Е“, 1). i BF В 28 D fO 
关系 .这 些 关 系 表明 ,R,, 不 是 任意 的 ,只 要 和 矩阵 元 已 取 定 ,R,, ЇЙЇ 
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蚀 哇 一 确定 .这 样 , 上 式 对 m 的 求 和 就 只 有 一 项 了 .经 运算 后 ,上 
A ME N 


> DE (|R | TR + Rat), m D CR’ | Тр’ + Rai) mais 


= GO) (R, | т; {RR Ктр + TRIIR, | т,|), е RA R RR) 
一 Dë (I RR | (Атр. + тр) + (RR ， + Ra)! ieis 
= DË(|R | tR + R,} {R | tpe + К", |) 


Jt, ts 


现在 证 明 DE 是 非 简单 空间 群 G 的 不 可 约 表示 . 由 式 (6.5 – 

6) 得 到 相应 的 特征 标 为 
XG (IR | ra + К„}) = УРЕ | za + Е, |), 
— ХО CR, \т; IR I tRiIR, | rl), PER, 


(6.5-8) 
由 于 Do 满足 式 406.5-S), 故 上 式 中 的 指数 因子 可 以 写成 为 


eTR, R De O (|E|0|) = ре) (ЕКІ, |) 
或 
eikR, R, = рр (E| R R, aa. 
将 此 代 回 式 (6.5 一 8), 得 


XG (IR I tr + В, |) 
= 2 Dbw lE | RilR |), Di R I SHRI RHR (1)),, 
= Y Dto (lE | RMR, HR 有 及 有) 
= pha) (IR [т IR rR + RIER | gi) 
= Уон тт + В, IR 17,|) 


КНН БК Ж |Е,| т, 进行 , 群 元 
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ІК т IR] trt R, НК |z € G(k). 
> IXURI re +R, |) 1 = 


RiT RIEG 
m (k) 
b >` > Xea CIR; | rl {К | TR + R, 11 R, | с |) | | 
КЕСЕ € T j=1 
(6.5-9) 
H ТУРЛЕ АЕ ЖЕН) РА $X , Br A 


m (k) 
Xeo CG ЕК. т IR |l tet RIR | т.) 
2 | J j) | š J Я 
x = m(k) оК | te + R',l) 
HEFIR те + R |= (Р |ті liR|ra t R, ÍR |z € G(k) 
于 是 , 式 (6.5 一 9) 变 成 
У (IR (ze + Е, [2 = тк) У xo СК 1 te + RD |? 
G; G(k) 
= m(k)g(k) = g 


E G 的 不 可 约 表示 De 是 lym (5) 维 的 , 取 所 有 不 等 价 不 可 
约 表示 的 维 数 的 平方 和 . 


>, ilm (k)? = Dg (k)m(k)2 = > ig,m(k) 
= go 2 m (k) = goN = g 


因此 ,利用 定理 一 求 出 的 非 简单 空间 群 G 的 不 可 约 表示 DE 就 是 
E G 的 全 部 不 等 价 的 不 可 约 表示 .在 证 明 过 程 中 应 用 了 等 式 


> = go(k) 
这 个 等 式 的 证 明 可 在 参考 书目 [12| 的 第 238 页 中 找到 . 

Ж KË G (Kk) 的 满足 式 (6.5 一 5) 的 不 可 约 表示 Dhion А 
G(k) 群 的 关 涉 表示 (relevant representations) .所 以 ,并 不 是 所 有 
的 群 G(Kk) 的 不 可 约 表 示 都 是 关 涉 的 . 

° 342 - 


$ 6.4.2 的 定理 二 可 以 立即 推广 到 非 简单 空间 群 的 情况 . 这 
时 ,只 要 将 СООКО G(k) 来 代替 ,D8 o MAPEK D: ЖК; 
畦 ,函数 变换 算 符 P in lo 用 Piri КФ. 

由 于 波 矢 群 G(K ) 仍 然 是 一 个 很 大 的 群 , 所 以 仍 需 从 更 小 的 
群 的 不 可 约 表 示 来 导出 波 矢 群 G(K) 的 不 可 约 关 涉 表 示 Об, у. 

Жа ШЕР т+е К.Р ть + К, КЊ G(k) 
的 两 个 元 , 且 满 足 


expl ~ ik (RTR — ть) 1=1 (6.5-10) 


那么 ,G(K) 的 每 一 个 元 |RItk + R,| 都 必 相 应 地 存在 由 下 式 决定 
的 矩阵 ， 


Рес ( {R| тк + В„{)=ехр[ -ik:(tr+ R,)]DG ao (IR101) 
(6.5—11) 
AF DE (4 是 波 矢 点 群 Go(k) 的 一 个 不 可 约 么 正 表示 .由 式 
(6.5 一 11) 确 定 的 矩阵 集 构成 了 波 和 失 群 G(K) 的 一 个 和 义 正 的 不 可 约 
的 关 涉 表示 .而 且 , 群 G(K) 的 全 部 不 等 价 的 不 可 约 的 关 涉 表示 都 可 
以 用 这 种 办 法 ,通过 群 Go(k) 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 表 示 求 得 . 
Ш: —IRira +R, K R |a t К, ÆR GC) BAA 
任意 元 ,根据 式 (6.5 一 11), 得 
Dhoo CIR Itr + R, 1) Dhoo R | tg +В, |) 
=expl ік ‘(те + R, + тк + К, ) 1р6 cl | RR |0} ) 


(6.5 ~ 12) 

男方 面 
Deco (R| Trt R IR | tgp + В, |) = ехрі -ik:(Tr+ R, + Рть 
+ RR, )]DG (КК) (6.5-13) 


由 式 (6.5 一 10) 得 exp( - ik: Ктр) = exp( ~ ІК тр’). 因为 
k-RR =R 'k'R,=(k+G ) Е. = k'R +2ти, ННН u Æ 
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整数 ,于 是 ， 


СОЕ ~ eTit Rp e iG К. 一 


= e e Ik-R ， 


.- 
以 上 面 的 结果 代入 式 (6.5 一 13) 的 右边 后 , 便 与 式 (6.5 一 12) 的 右 
边 完 全 一 样 ,所 以 , 式 (6.5 一 13) 及 式 (6.5 一 12) 的 左边 亦 应 相等 ， 


于 是 ， 


Dia CIR | fR + R, Dio (R | Tr + К„ |) 
= Dhe (IR | trt R, {R | tet Ryt) 


这 就 证 明了 Dr AK N EE G(K) 的 表示 . 
取 波 矢 群 G(K) 的 元 {EI|R,), 由 式 (6.5 一 11) 得 


Рё ( {EIR,))= exp( -ik*R„)DÊ a) (1E]0}) 
= exp( - 1 'К,) р? O (IE]01) 


上 式 表 明 , DD 是 满足 式 (6.5- DURERE GORDER. 
显然 ,如 果 D8 (是 么 正 的 不 可 约 表示 , 则 Dio BF Z E J £ Bl 
约 表示 . 当 波 矢 点 群 Go(k) 的 不 等 价 的 不 可 约 表示 的 维 数 平方 和 
为 golk) 时 , 波 矢 群 G(k) 的 不 等 价 不 可 约 表 示 的 维 数 平方 和 亦 
必 为 go(k) .这 个 结果 表明 ,由 定理 二 求 出 的 Deo BERAR 
G(k) 的 全 部 不 等 价 的 不 可 约 的 关 涉 表 示 ， 

如 果 是 简约 布 里 济 区 内 的 点 ,那么 , 式 (6.5 -10) 的 条 件 就 
能 得 到 满足 .因为 , 式 (6.5- 10) 可 重新 写成 为 


.1 . 
е iR kte =e WE Tp (6.5-14) 


其 中 RIEG (k), Н, РЕ= К+ С, , 4 k ЖЯ 2J# H WEKA 
的 点 时 ,G, =0, 因 此 , 式 (6.5- 14) 总 成 立 . 这 种 点 的 波 矢 群 G(k) 
的 不 可 约 关 涉 表示 就 可 以 从 波 矢 点 群 Gu(K) 的 不 可 约 表示 求 得 . 
如 果 简 约 布 里 浏 区 界面 上 的 某 些 点 的 不 满足 式 (6.5 一 14) 的 要 
R ,就 必须 用 另外 的 方法 来 求 波 矢 群 G(k) 的 关 涉 表 示 . 
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定理 三 $ рб, уто ССК) ТОК) ЈА 
正 表 示 TEARRE И ЮВ ЖЕК, ТОК), ХА 
表示 满足 


Dé /ro СЕТЕ, Т(К)) 
= ехр( – ik: R,) Dé /roo GETO T(k)) (6.5-15) 


Тж, УКЕ G(k) 的 每 一 个 元 1R|Ttk + R, | 都 存在 一 个 由 下 式 确 
е Ж Е, 


Di (IR Ítr + Е, 1) = ре ута R| Trt R, T(k)) 
(6.5- 16) 
JX # RE EE BJ R ВРВ t G ( k ) BJ АЕА n] 2) BJ ЖР Ж ЛК. 
而 且 ,G(K) 的 每 一 个 关 涉 表示 都 可 用 这 种 方法 得 到 . 
证 明 : ЖЖ G(k) 的 任 两 个 元 |R| ze + R, Ж\К | te + Rl, 
由 式 (6.5 一 16) 得 


Рк) Е|ть+ Р, 1) р? (Ктр + К, |) 
= Реут (Ет +В, ТОК) {R | тр + R, Т(К)) 
Dé ЕЁ] ra Е, IR’ | Tp +R I T(k)) 
Dica R| trt Е, {R | te +В, 1) 


所 以 , Doo ERE G(k)WJ Жл. 
S) XE (IR | zg + R,]) 12 = 


СЖ) 


і(К) 2 | Хсоогто (ÍR | rg + Rl T(k)) 1? 


G(k)/T(L 


式 中 (йя T(K) 的 阶 , 商 群 G(k)/T(k) 的 阶 是 
в (к) (к). РХ уут В G(K)/T(Kk) 的 不 可 约 表示 ， 
因此 ,上 式 右 边 的 求 和 应 等 于 商 群 G(K)/AT(K) 的 阶 . 这样 ,上 式 
Ж, Н] E Ж, 

> (Ете R,!) 1? = #(k)(g(k)/:(k))= g(k) 
G(k) 
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所 以 ,Dz 是 不 可 约 表示 . 
由 式 (6.5 一 16) 及 (6.5 一 15), 有 


Р?) CEI R,}) = Втор EIR, I T(k)) 
一 е? ora (Е ІО T(k)) 
=e А,р? (15101) 


上 式 表明 р? ERE G(K) 的 满足 式 (6.5 一 5) 的 关 涉 表示 . 

满足 式 (6.5 -15) 的 表示 Dovroo 称 作 商 群 G(k)AT(K) 的 
关 涉 表示 .一 般 说 来 , 商 群 G(k)AT(k) 的 不 可 约 表示 不 一 定 是 满 
是 式 (6.5 一 15) 的 关 涉 表示 .对 于 布 里 浏 区 中 的 对 称 点 、 对 称 轴 、 对 
称 面 , 商 群 G(k)AT(Kk) 的 阶 大 大 小 于 波 矢 群 G(K) 的 阶 .所 以 ， 
商 群 G(k)AT(k) 的 不 可 约 表 示 比 较 容易 得 到 .但 是 , 当 式 (6.5 一 
10) 不 成 立时 , 商 群 G(k)/T(K) 的 结构 就 会 十 分 复杂 ,构造 这 些 
群 的 特征 标 表 的 方法 可 以 在 有 关 的 参考 资料 中 找到 ?| .现在 ,每 
一 个 非 简 单 空 间 群 的 不 可 约 表示 的 特征 标 表 都 已 算出 ,可 在 有 关 
的 参考 书 中 找到 :31. 


56.5.3 人 金刚石 结构 的 室 间 群 O? 的 
不 可 约 表 示 的 特征 标 
E BJ) f Zñ t Zes HI W 4 ЛУ 7 36 f Ja XE — + ЖАШ + = 
4 (1,1,1) 而 成 ,a 是 金刚 石 结构 的 单 胞 的 边 长 ;两 个 分 格子 是 由 


相间 的 原子 核 ( 如 硅 、 错 ) 构 成 的 .金刚 石 丝 构 的 简约 布 里 少 区 已 在 
图 6.10(b) 示 出 ,各 对 称 点 、 轴 、 面 与 空间 群 Os 的 完全 相同 . 

在 上 是 布 里 渊 区 内 的 点 , 波 和 拓 群 G(k) 的 不 等 价 不 可 约 关 涉 
AS n] F Ik H Ж AR Go(k) 得 到 ,在 此 不 一 一 列 出 .下 面 仅 列 


出 某 些 不 能 利用 式 (6.5 一 11) 求 出 的 群 G(K) 的 不 可 约 关 涉 表示 . 
S 轴 上 的 波 矢 为 天 = 一 ( 广 , 了 ,2),0< k 之 1, 波 和 撩 点 群 
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Go(ks)= IE, Іс, 5, сәу, I, = С. ARE G ( ks) ËJ Rš С 
(ks)/T BJ EIN K OG N: {E101, 112,5 101, (соу Til, | Гс, 
zl .我们 发 现 ,Czv 的 群 元 中 ,下 及 Ic,,; 作 用 于 波 和 撩 ks 上 ,满足 式 
(6.5— 10) ,而 co,y 及 Ics, 则 不 满足 .在 作 了 一 点 修改 后 !” ,可 用 下 
ABRA Go(ks) 的 不 可 约 表示 求 出 G(ks) 的 不 可 约 关 涉 表示 . 


Dia (IRI Trt К, 1) = ехрі —1К°бтЕ + R,)]DC ap CRIO) 


0 ”对 于 RR 为 EE 及 Ics,; 
其 中 t 
š Ta 对 于 R 为 Ica: X Cary 


对 称 点 W 的 波 矢 为 天 = 一 (0,1,2), 波 矢 点 群 是 Га. 商 群 
G(kw)/T 的 陪 集 代 表 元 有 :iE101 ,tcs,10} ,| Ics,10|1 ,| rc 10}, 
eas rd, сз, Tils (сот lczas lnl BF agit, 


a а. 


а . a › 
二 一 了 十 二 一 了 十 一 T 
R, =лпуау+ nā, +t n383 = 5 (м; + nji 


+ (ni + na)j t > (no + n3)k 


‚12 
Ку 2) + 4 


he р н 38, +20, = Ж, И, n, 为 奇 
数 ,ni 及 п, 为 偶数 的 1E|R,| 组 成 平移 群 ТОК). W Ж 
T/T(kw) 的 陪 集 代表 元 为 


T(kw), Е |а, Т(ку), Еа, T(kw), i Elaz! T(kw). 
由 式 (6.2 一 22 ) 得 
G(k)/T(kw)=G(k)/T-T/T(kw) 


所 以 ARF G(k)AT(kw) 共 有 32 个 陪 集 代 表 元 ,分 成 14 类 ,应 有 
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14 个 不 可 约 表 示 ,但 满足 关 涉 表示 条 件 式 (6.5 一 15) 的 只 有 2 个 ， 
列 于 表 6.8. 对 于 对 称 点 X 及 对 称 轴 2 的 G(k)/AT(K) 的 不 可 约 
关 涉 表示 分 别 列 于 表 6.9 及 表 6.10. 


表 6.8 空间 群 OE W 点 的 商 群 G(k)/T(K) 的 


不 可 约 关 涉 表 示 的 特征 标 
W, W, 
IEIOIT(k) 2 2 
(ca [O01 ТС) 0 0 
{1с5.10,Т(&),1! с 10}Т‹(К) (1—1) – (1-1) 
i ica Iti Г(К), сәт, T(k) 0 Ü) 
| Czy т. ТОК), іс, у т ТОК) 0 Ü 


3 6.9 空间 群 O7 在 XX 点 的 G(k)/AT(K) 的 


不 可 约 关 涉 表 示 的 特征 标 

X, X, X; X, 
{EIO! TOK) > 2 2 2 2 
[ca |0! T(k), c. l0 T(K) 0 0 0 0 
| c2! OLT(k) 2 2 -2 一 2 
сат ТОК), (сат ТСК) 0 0 0 0 
[car lt ТОК), {c5 171 ТСК) 0 0 2 -2 
Ilt 1 T(k) 0 0 0 0 
| Icas tit ТСК), 11с,,| т: T(k) 0 0 0 0 
| Іс, |z i T(K) 0 0 0 0 
| Ics 10 ТОА), {Ic |0}Т(К) 0 0 0 0 
{1с 101 ТОК), 11с,,5 101 T(K) 2 -2 0 0 


3 6.10 空间 群 O07 沿 Z 轴 的 G(k)/T(k) 的 


不 可 约 关 涉 表示 的 特征 标 
Z, 
|Е|0!Т(‹К) 2 
“ca 101 T(k) 0 
с\т} T(k) 0 
Hes lti ТСК) 0 
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在 对 称 面 UWX 上 的 波 矢 k,Go(k)= lE, Іс, і, go(k)=2, 
所 以 ,G(k)AT(k) 只 可 能 有 两 个 不 等 价 的 不 可 约 关 涉 表 不 ,这 些 
表示 必然 是 一 维 的 .对 于 这 些 表示 
[ Dé) Tc) l | 1с, | t | T(k))]“= "№, (кусток) ( | 1с), | Ti I TC(k)) 
= р? уто) (Еа, T(k)) (6.5 - 17) 


924 (6.5-15) Я, ER 6AA 
e Ee р? oro ЕО Т(К)) =е Es 
将 此 代 回 式 (6.5 一 17) 后 , 即 得 


1. 
О куут) (112,1 ti T (k))= + expl -Fik*a) 


如 果 是 布 里 浏 区 内 的 一 般 点 或 是 位 于 KLUW B E BJ sa, 
G(k)= EIR,),go(k)=1, 所 以 , 波 矢 群 G() 只 可 能 有 一 个 不 
可 约 的 关 涉 表示 ,这 个 表示 只 能 是 一 维 的 ,如果 式 (6.5 - 10) 18 
足 ,那么 ,由 式 (6.$S-11) 即 可 得 到 | 


Р! (1Е1В, |) =ехр(—1К, Ё„) 
56.6 空间 群 的 不 可 约 表示 与 能 带 结构 


能 带 论 是 以 单 电 子 近 似 为 基础 的 理论 .这 个 理论 指出 ,晶体 中 
电子 的 波 函 数 应 具有 布 洛 赫 波 函 数 的 形式 ,这 些 本 征 图 数 以 波 天 
k 来 标志 ,相应 的 能 量 本 征 值 亦 以 大 标志 . 

晶体 的 单 电 子 薛 定 兽 方程 的 群 是 晶体 空间 群 ,因此 ,电子 的 能 
量 本 征 值 E(k) 及 本 征 函 数 g(r) 都 按 空间 群 的 不 可 约 表示 DE 


分 类 .这 样 ,我 们 就 可 以 根据 空间 群 的 不 可 约 表 示 来 讨论 能 带 的 绽 
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56.6.1 下 (K) 的 简 并 度 及 对 称 性 


k 是 布 里 渊 区 的 不 同 点 的 波 矢 时 ,下 (K) 的 简 并 度 及 对 称 性 问 
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题 ,分 三 种 情况 讨论 . 

k Æ- RMA 按 一 般 点 的 定义 , 波 矢 群 G(K) 是 只 有 一 个 恒 
等 元 的 群 ( 简 单 空间 群 ) 或 是 纯 平 移 群 |E|R,j} (对 非 简单 空间 
Ër) W E(k) 的 简 并 度 为 g .因为 ,对 于 简单 空间 群 go(k)=1, 波 
RERE g, 个 波 天 构成 .由 Go(k) 的 不 可 约 表 示 构 成 的 空间 群 
的 不 可 约 表示 也 就 只 有 一 个 ,其 维 数 是 Im (k) = m (k ) = ро, 
以 ,一般 点 处 的 E(K) 的 简 并 度 为 go. 对 于 非 简单 空间 群 ,G (天 ) 的 
不 可 约 表 示 就 是 平移 群 的 不 可 约 表 示 ,它们 都 是 G(K) 的 不 可 
约 关 涉 表 示 .将 空间 群 G 按 流 和 拓 群 G(K)( 即 平移 群 了 ) 的 左 陪 集 
展开 ,得 到 go 个 陪 集 代 表 元 ,其 中 的 转动 部 分 1R;i 就 构成 了 空间 
ЖЕР кд IE Go. 这 go 个 转动 作用 于 一 般 点 的 流失 无 时 ,有 

Rk=k. ++ G, 

因此 , m (k) = go, 这 样 , 非 简 单 空间 群 的 不 可 约 表 示 ре 是 
іт (k) = go 维 的 ,相应 的 能 级 E(k) 就 是 go Æa jË BJ. 

不 可 约 表 示 DE Жр ЕН go 个 陪 集 代表 元 和 R,|7z;| 作 用 
TRAR 由 Cr) 而 得 到 的 ,其 中 plr) А-те ЛЖ, 


H(r)ó,(r)= E(k)óA,(r) (6.6-1) 
E(k)B go 个 简 并 的 波 函数 py (т) 
Pir iri pr) = фк (r) 
它们 满足 
Н (ғ), (ғ) = E(k) g(r) (6.6-2) 
为 一 方面 ,根据 式 (6.6 一 1) 应 有 
H(r) pi (ғ) = E(ki) фк (ғ) (6.6-3) 


将 上 式 与 式 (6.6 一 2) 比 较 , 即 有 
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E(k)= E(k,)= E(R;k) (6.6—4) 


其 中 11=1,2,…,go0. 式 (6.6 一 4) 表 明 ,EF(k) 具 有 空间 群 点 群 Go 
的 对 称 性 . 
如 果 在 简约 布 里 渊 区 中 划 出 一 个 体积 为 简约 布 里 渊 区 体积 的 


二 的 区 域 ,而 且 ,在 这 个 区 域 中 设 有 两 个 以 上 的 波 矢 是 在 同一 个 


波 矢 星 中 的 .那么 , 当 我 们 知道 了 这 么 一 个 “基本 区 域内 的 能 带 结 
构 时 ,利用 式 (6.6 一 4) 就 可 以 得 到 整个 布 里 渊 区 内 的 能 带 结 构 . 对 
于 体 心 立 方 品格 ,空间 群 的 点 群 Go 的 阶 为 go=48, 其 布 里 渊 区 中 
包含 了 卫 , 万 ,N, 忆 这 四 个 点 中 任 三 点 的 面 所 围 成 的 区 域 就 是 “ 基 
本 区 域 ”. 面 心 立方 格子 的 go =48 ,其 “基本 区 域 " 是 包含 了 Г,Х, 
W,K,L, U 中 任 三 点 的 面 以 及 包含 了 TXWK K PLUX 的 两 个 
面 所 围 成 的 区 域 . 上述“ 基本 区 域 ” 示 于 图 6.10. 

k=0 的 工 点 这 是 布 里 浏 区 的 中 心 点 .这 个 点 的 波 矢 点 群 
Golk) 就 是 空间 群 的 点 群 Go. 所 以 , 波 矢 星 中 只 有 一 个 波 矢 , 即 
m(kr)= 1.4 2J& Оа? 1, 0,1, 是 点 群 Go 的 等 p 个 不 
可 约 表示 的 维 数 ， 

当天 地 0 而 是 其 它 对 称 点 ,但 满足 Go(k)= Со. (如 体 心 立方 
品格 的 布 里 渊 区 中 的 五 点) 那么 ,上 述 结论 全 部 适用 于 这 些 点 . 

КЖ Г АУУ КА ”这些 点 包括 在 对 称 轴 、 对 称 面 上 
的 波 和 拓 庆 ,对 于 简单 空间 群 ,这 些 点 的 波 和 拓 群 Go(k ) 不 是 Gu 的 平 
ЖР, ТУ, т(к) >21. Go(k) 的 不 可 约 表 示 可 多 于 一 个 ,其 维 
数 I 可 以 大 于 1. 以 这 些 波 和 撩 为 标记 的 空间 群 G 的 不 可 约 表示 
DY 是 lm (Kk) 维 的 ,所 以 ,E(k) 就 是 im(k) 重 简 并 的 .与 在 一 般 点 
时 所 进行 的 讨论 相似 ,我们 可 以 得 到 


E(k)= E(k,)= E(RE) (6.6— 5) 


其 中 R, 是 点 群 Co Сок) BJ) F $Ë АЛ 89 B$ BJ Er $Ë fü k ú. 对 于 
RiS Go(k) 的 群 元 ,由 式 (6.4 一 1) 
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R;k= k + G, 
知 R k 是 与 大 等 价 的 波 撩 ,因而 有 

E(k)=E(k;)=E(R;k) VR;E СК) (6.6-6) 
由 式 (6.6-5$) 及 (6.6-6) 可 知 , 在 这 些 点 处 的 五 (K) 具 有 点 群 Go 
的 对 称 性 . | 

ERAM БАЕ Шэ BJ. 因为 , 阁 商 群 
G(K)/AT(k) 的 不 可 约 关 涉 表示 是 1 维 的 ,而 波 矢 星 中 含有 mlk) 
ХК, ДО m(k) 个 陪 集 代表 元 作用 于 Dha tl T EPS Е, 
{5 #] DEP BJ Im ( k ) 4" Ж PR 38 , Br ‚ОЕ 是 lim(k) 维 的 ,相应 的 能 量 
E(K) 是 im (Kk) 重 简 并 的 .以 P R +, fE FH T Ён + BJ АЕ Л E 
(6.6—1)/а , НВ 91 (6.6- 5). IR |z l€ GC) R; 作用 
Tk Б, B| PF 8 3 (6.6— 6), Ти, E( kR 8 AEF Go 的 对 
称 性 . 


S6.6.2 简 并 度 与 相 容 性 
以 单 电子 的 哈密 顿 算 符 
ñ Б? 
H(r)= -7 V+ V(r) 
m 


及 本 征 函 数 p =e и (КЛАН f WJ oE W Jr (6.6 一 1)， 


2 
-+ [v4 +216 Уи -b'u]+ V(r)u = Eu 


272 
S EE-E ,上 式 可 重新 写成 


-(#- | V(r) + Ek lu = Е' (6.6-7) 
2m m Ёл“ “ | 


X BÀ s Ha, T U РНК rh М] HI РЕЖ и P WB Е АУЛ BY AE 15 Л EZ. А 
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(6.6- DHE ,差别 仅 在 于 方 括号 中 的 有 效 势能 项 与 kp ЖЖ. 
TI к-р 的 对 称 性 是 由 波 和 撩 k 群 来 决定 的 . 所 以 ,有 效 势 能 的 对 称 
性 要 比 晶 格 势 场 V(r ) 的 对 称 性 低 . 这样, 本 征 函 数 加 (7) 的 对 称 
性 必然 是 由 波 和 撩 群 来 描述 的 . J(r) 是 的 ( 准 ) 连 续 函 数 ,而 布 里 
渊 区 中 不 同 点 的 波 矢 群 并 不 相同 ,所 以 本 征 函 数 也 依 各 不 相同 的 
波 矢 群 的 不 可 约 表示 而 变换 .在 不 同 处 波 函 数 对 称 性 之 间 的 相 
互联 系 可 以 用 相 容 性 来 描述 . 能量 E(k) 的 简 并 度 亦 依 不 同 点 的 
波 矢 群 的 不 可 约 表示 的 维 数 而 变 ,这 种 变化 也 不 是 任意 的 ,也 是 由 
相 容 性 来 确定 的 .为 明了 起 见 , 以 简单 立方 结构 为 例 来 加 以 说 明 . 
简单 立方 的 对 称 群 是 O1 群 ,在 天 =0 处 , 波 矢 群 Go(k) 就 是 
O, 群 .k=0 的 波 函 数 依 O; 群 的 十 个 不 可 约 表 示 ( 记 作 丁 ) 变 换 . 
现在 考虑 大 > O 的 情况 ， 
例如 沿 &, 轴 方 向 变化 .这 时 ， 
在 Ot 的 48 个 群 元 中 , 仅 有 下 
列 8 个 群 元 使 上 &, ЖЖ, Е, 


-1 
Сох» C4r? C4r > czy, lc,,， 


-入 X 

Ic2yz » lcz- 这 8 个 元 组 成 点 Da $- 

群 C4,. 已 知 C4, 群 有 五 个 不 “ДТ p 

可 约 表示 ,其 中 四 个 是 一 维 表 

示 , 一 个 二 维 表示 . 这 表明 图 6.11 简 立 方 晶 格 的 第 一 布 里 渊 区 

E(k, ) 的 简 并 度 是 小 于 等 于 2 

的 .于 是 ,在 k=0 时 的 三 度 简 并 能 级 (P SEET) Е k * 0 FF 

必然 发 生 分 裂 . 利 用 下 面 给 出 的 特征 标 表 就 可 知 ,Ts (Ti1,) 分 裂 

为 一 个 А, А—1` Е 表示 .于 是 ,我 们 就 说 ,在 * 0 而 党 k, 轴 

时 , 波 函 数 依 C4, 群 的 不 可 约 表示 A, 及 A;(E ) 变 换 的 对 称 性 与 在 

k=0 处 波 函 数 属 Ot 群 的 Ts(T1,) 的 对 称 性 是 相 容 的 , 即 Pus = 

4 中 4 人;. 这 表明 在 卫 点 处 属 卫 ;的 能 级 与 属 А, 及 As 的 能 级 有 相 

同 值 ,但 当 大 沿 A 轴 变化 ,而 逐渐 靠近 X 点 时 ,能 带 就 会 分 裂 为 
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Ж 6.11 (al)C4, 群 的 不 可 约 表 示 (4) 的 特征 标 
tb)Ovw 群 的 各 不 可 约 表 示 ( 五 ) 的 特征 标 


(a) 
Cav E с 
I A, д, l l 
В, А» 1 l 
B, A; | 1 
A, Д, 1 1 
Е А» 2 – 2 


注 : 表 中 c = [cays {C2304 = ісзуғ ‚1с 


О, Е 8c, 3c 6c 6c} 
АГ, 1 1 1 1 1 
АГ | 1 1 1 -1 -1 
E u | 2 -1 2 0 0 
TD | 3 0 -1 1 -i 
Tos | 3 0 -1 -1 1 
A Tr | 1 l ] 1 l 
Ax Ty | 1 l 1 -1 -1 
Е.Г | 2 -1 2 0 0 
Ta | 3 0 -i 1 -i 
Т.Г 3 0 — 1 — 1 1 


具有 Al K As 对 称 性 的 两 文 (如 图 
6.12 所 示 ), 但 究 竞 哪 一 支 的 能 量 
高 , 则 要 通过 直接 计算 才能 知道 .图 
6.12 是 示意 图 . 

相 容 性 的 概念 与 前 面 讨论 过 的 、 
由 于 唱 格 场 对 称 性 连续 下 降 而 简 并 
度 连续 减少 的 概念 是 相同 的 .也 就 是 
说 ,如 果 将 一 个 对 称 性 较 低 的 微 扰 项 
加 到 对 称 性 较 高 的 哈密 顿 算 符 中 , 那 
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2с4 20, 26а 
1 1 1 
– 1 1 -1 
一 _ 1 1 
1 一 _ 1 
Ü 0 0 


1 | 1 1 1 
1 l 1 -1 -i 
2 一 | 2 0 0 
3 0 -1 1 -1 
3 Ü -1 -1 1 


-3 Ü 1 -1 1 
_ 3 Ü ] 1 -1 
E(k) 
Д; 
As 
Pis 
Г А k 


图 6.12 了 ;的 能 级 与 沿 A 轴 的 
4 及 4; 能 级 的 相 容 性 


么 ,原来 的 波 函 数 就 作为 有 徽 扰 时 的 零 级 近似 的 波 函 数 ,并 作为 包 
人 省 了 微 扰 项 的 新 哈密 顿 的 群 ( 较 小 的 群 ) 的 不 可 约 表示 的 基 函 数 ， 
可 见 ,如果 小 群 的 表示 D' 的 基 顶 数 是 包 在 大 群 的 表示 产 KAR 
数 之 内 ,那么 ,Di Ур 是 相 容 的 .也 可 以 这 样 说 ,如 果 大 群 的 不 可 
约 表示 D 按 子 群 的 不 可 约 表 示 约 化 时 ,有 子 群 的 不 可 约 表示 D: 
出 现 , 那 么 ,Di Уур 是 相 容 的 . 
空间 群 OLOR O? 的 (k=0) 点 与 对 称 轴 之 间 的 相 容 性 关 

系 可 以 这 样 作出 : 当 k 沿 5 轴 变 化 时 ,3 的 波 矢 群 为 C,, ,这 个 群 
有 四 个 一 维 表 示 ;k W A 轴 变 化 时 , 波 矢 群 为 C3,, 有 两 个 一 维 表 
示 和 一 个 二 维 表示 .根据 这 些 群 的 不 可 约 表示 的 特征 标 ( 参 看 表 
4.3), 由 式 (2.6 一 6) 求 出 它们 的 约 化 系数 ,就 可 以 得 到 相应 的 相 容 
性 关系 , 表 6.12 列 出 了 这 些 关系 

表 6.12 =## OLOR Oh 的 工 点 与 

对 称 轴 А,Б ЖА 之 间 的 相 容 性 关系 表 

Г, Г, Гү» Dis Г,, Г? r, Г, Г": Г, 


XF X XXX 5,5,5, 55,53, 5, ХУ, XX, У,5,5, 5,5,5, 
A A A3 hh hh A A: A AA ALA; 


` k 沿 对 称 轴 方 向 增加 而 到 达 布 里 渊 区 边界 时 ,其 对 称 性 会 
突然 增加 ,原因 就 在 于 两 个 相差 一 个 倒 格 矢 的 波 矢 天 是 等 价 的 . 


例如 , 当 沿 A 轴 改 变 k 而 达到 边界 上 的 点 X 处 时 ,k, = 一 与 = 


- 亚 处 的 波 矢 等 价 , 于 是 波 矢 群 就 突然 扩大 为 包含 有 垂直 z 轴 的 
镜面 反射 的 对 称 操作 ,所 以 波 矢 群 就 从 C4, 扩 大 为 Dar: ръж 16 
个 元 , 共 分 10 类 .用 上 面相 同 的 方法 ,可 以 求 得 在 X 处 D4, 群 的 不 
可 约 表示 X, 与 在 A 轴 处 C4, 群 的 不 可 约 表示 A, 之 间 的 相 容 性 
ЖЖ. 
МЕУ ДКМ, МР: A 轴 变 化 
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达到 布 里 渊 区 的 顶 角 R 点 时 , 波 矢 群 就 从 Cs, 突然 变 为 完全 八 面 
ЖЕ O,( 因 为 布 里 浏 区 的 八 个 顶 角 都 是 完全 相同 的 ), 这 样 在 R 
点 时 波 矢 群 的 不 可 约 表示 R, 就 与 点 的 不 可 约 表示 TT; 是 一 样 
的 .在 丁点 的 波 矢 群 亦 为 C4,, 它 是 在 R 点 及 M 点 处 波 矢 群 的 子 
群 ,所 以 也 可 建立 起 R, ЖМ, 5 T, 之 间 的 相 容 性 关系 .同样 也 可 
建立 起 S. УР, RX; 之 间 、Z; УМ, 及 X 之 间 的 相 容 性 关系 .这 
些 关系 可 以 在 有 关 文 献 中 查 到 [ul , 也 可 作为 练习 自己 动手 求 
出 来 . x 

如 果 将 布 里 浏 区 各 对 称 点 的 E(k) 及 各 对 称 点 之 间 的 相 容 性 
关系 求 出 来 ,利用 玉 (k) 的 连续 性 ,就 可 画 出 能 带 的 大 致 形状 .图 
6.13 就 是 这 样 画 出 的 , 它 表示 能 带 沿 两 个 对 称 方向 变化 的 示 


意图 . 
E 
| | 
К А» | 
| Г А, X, 
| A 
Ros - Дз · | 
| Xs 
| | 
| | 
Ru А, À | 
| н T 
К K O ЦЯ k 
VE a н 


6.13 利用 相 容 性 关系 画 出 的 能 带 示 意图 


只 要 以 G(k)AT(K) 的 不 可 约 关 涉 表 示 代 替 简 单 空 间 群 的 波 
КЖ Go(k) 的 不 可 约 表示 ,那么 ,关于 相 容 性 关系 的 讨论 就 可 应 
用 于 非 简 单 空 间 群 .例如 ,讨论 非 简 单 空间 群 的 本 点 与 A 轴 的 相 
容 性 关系 时 , 只 要 将 G (kr)/T(kr) 的 不 可 约 关 涉 表 示 对 
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G(k,)/ T(k,)B) Ж U] #9] X: gp елж ETA, BB n] R£ 卫 点 与 A 
轴 之 间 的 相 容 性 关系 . 


$6.7 空间 群 的 选择 定 则 


选择 定 则 的 一 般 理论 已 在 35.4 给 出 , 式 (5.4 一 8) 是 一 般 性 
的 表达 式 . 在 这 里 , 杖 定 户 方程 的 群 是 空间 群 ,其 不 可 约 表示 为 
pe .因此 ,需要 将 一 般 公 式 改 写 为 可 直接 用 于 空间 群 的 形式 . 

简单 空间 群 的 选择 定 则 MRAR V , 初 态 及 末 态 分 属于 
空间 群 的 不 可 约 表示 DEP DY 及 DE? ,根据 式 (5.4 一 8) 得 


BON ктк | 
(6.7-1) 
由 式 {(6.4 一 6) 及 
N,# k = G,( 倒 格 矢 ) 
К-КЕ — 
2 А £ k * G, 


式 (6.7 一 1) 可 重新 写成 


niky = ao oD YUR КЕ, 101) 


50 
x (ІЕЕ, 10) уи (к; IRRI 1 0})* (ЕРЕ) (Е'\ЕК) 
' Je (RT'RRIJƏ(R;ik + Rik ~ ВК" - Gn) 
(6.7 — 2) 
RPPP АХ ЫХ X RE? 相应 的 波 矢 群 Gu(K)， 
Сок) Ж Gol k ) 的 不 可 约 表 示 的 特征 标 ; 柳 数 Ji, Je S J. PY I 
被 定义 为 
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1, R 'RRk=k+G 
ICRP RR,) =) h | 
0, 其 它 情 况 
1, “Á R IRR'k=k+G 
Je (R RR) =- 7 иа i (6.7 — 3) 
0, 其 它 情况 


1, "(4 В RRIK=E+G, 

0, J: 1й ñ 

其 中 RRIARI DIE E k H, k 的 以 及 kK 的 波 和 拓 星 的 转动 算 
符 , 式 (6.7-2) 表 明 ,如 果 п ү, 霹 0, 则 这 些 转 动 不 是 独立 的 , 因 
为 ,它们 要 满足 条 件 


Je (RT !RR/) -4 


Rk + Rk — ЕК” = G, (6.7-4) 


因此 ,可 以 将 式 (6.7 一 2) 进 一 步 化 简 . 
ШЖ nf? 二 0, 那么 , 式 (6.7 一 2) 的 右边 起 码 有 一 项 不 为 
零 ,相应 的 波 矢 分 别 标 记 为 k,k 及 k” ,它们 满足 


k+k -k =G, (6.7-5) 


选 定 波 天 星 中 的 一 个 转动 R;, 则 必 和 存在 一 个 转动 SC GCR: k), 
使 SR,k= R;k. 


Z 
A 


К; = SR; = S”“R” (6.7-6) . 
其 中 Se G (Rk). AR((6.7-6) & z& ЯН) Bj — 4 FF 5) E JJ 
于 式 (6.7 一 5), 即 得 
5Е,К+Е К 一 SR = С, 
AH S€ GO (Rik), S EGRI КЕ ),G, = R° Gn BRES 
R;k+ Rk -RIik =G, 
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成 立 . 取 式 (6.7 一 3) 中 的 倒 格 和 撩 G, =0, 则 有 
RR,k=R,k, КЕК =R K, РКК" = RK 
P| R E Go (R,k),G (R: k')K Go(Rik ) 的 公共 元 ,这 种 元 记 作 
R'E Gol(Rik,R Kk ,RIKk’) (6.7-7) 


可 见 , 式 (6.7-2) 右 边 对 群 元 R 的 求 和 ,实际 上 是 对 所 有 满足 式 
(6.7 一 7) 的 元 {1R'1 求 和 . | 
考虑 群 元 R' RRI, H 3K(6.7-6)K S,R € G (Rik) ,得 


R5 'R'R;k=(SR;) 'R'SR;k= R; Rk=k 


Bp 

R; !R'R:€ Go(k) (6.7-8) 

由 于 R'E G(R k), РТИ, 
К; КЕК = 

ВП 

К; 'RR:€ G (k ) (6.7-9) 
同 理 ， К, КЕК = К, SR'SRKk = к 
pp 

R* RRE GA (k) (6.7 —10) 


由 式 (6.7 一 8) 一 (6.7 - 10) Ж, R КЕ 是 波 矢 群 Go (k), 
Go(K) 及 СК") Zt OG , 记 作 R, Вр 
R IR Ri=R, R€G(k,K',K') (6.7-11) 
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(ККК |0) = х (1810) — (6.7-12) 
考虑 群 元 R; RR ЖН ЕКЕ = ВРК, РЖ, 
R;!R'R, = R: !R:iRR В, = R; !(SR,)R(SR;) 'R; 
=(R'!SR,)R(R 7 SR;) 
因为 SE Go(RK) ,所 以 ， 
R; SR,k= R; !R,k=k 


可 见 , 群 元 К, КЕ 是 与 R 属 同 一 类 的 、 波 矢 群 Go(k) 的 群 元 . 
由 于 特征 标 是 类 的 函数 ,所 以 ， 


x (КЕ; КЕК, |01) = X (IR|01) (6.7—13) 
考虑 群 元 КУРЕ. ЦЕ = RRR RR, = SRIRAM, 
得 
ККЕ = (RSRTD)RIR 1$Е%) С! 
由 于 S E Go(CRK ) , 故 
R”, 187" = К" 
即 RIR RIES R 属 同一 类 的 元 ,所 以 ， 
X (IR R'R;|0))= x (RIO) — (6.7-14) 
根据 上 面 的 讨论 2206.7 2) 右 边 的 2, 应 为 2> R 是 满足 
式 (6.7 一 11) 的 转动 算 符 ; 22 就 是 对 空间 群 的 点 群 Go 对 波 矢 群 
Gol k, 所， 所) 作 陪 集 分 解 时 所 得 到 的 陪 集 代表 元 求 和 ,这 些 陪 集 
代表 元 共有 go/g' 个 ,其 中 g ERRE Сок, К, КОЮ. еШ, 


我 们 网 可 将 式 46.7 一 2) 写 成 
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TAR -ox R10O) Xx (IR 10) Xx ({R1 O01): 


(6.7— 15) 

其 中 RE Go(k,k ,Kk”). 

例 ” 体 心 立方 空间 群 Of 的 选择 定 则 . 

者 及 k 是 A 轴 上 的 点 ,kK 是 轴 上 的 点 , 即 к= (0,0,x)， 
К =(0,к,0),К = (0, к,к). BR, k+k'= д. 及 kk 处 于 同一 波 
矢 星 中 ,因为 k=c4k. 因 此 ,Go(k) 与 Gk ) 是 同 构 的 .着 R € 
Go(K), 则 c4 Reas € Go (k').# Go = O4 的 情况 下 ,使 上 不 变 的 
所 有 群 元 构成 Cs, 群 .所 以 


Соб) 一 Е, сә, Caso Car lc s Lc2,, Ic; s Їс2а5 | 
Go(CK) 的 八 个 群 元 分 成 五 类 。 由 此 得 到 Go(k ) 为 
Gol k’) = |E,c2y s CaysCay » Ico, Їсо, , Іс, [e275 | 


也 是 8 个 群 元 ,分 成 5 类 .Go(Kk) 与 Go(k ) 都 与 点 群 C4v 同 构 . 波 
RE Go(K” ) 是 点 群 C2,, 有 4 个 群 元 ,分 成 4 类, 即 

Gol k) = {E;c2y; Le2r; Ic2,s | 
在 这 样 一 个 特例 中 ,Go(k),Golk МК Go) 只 有 两 个 公共 元 E 
R Ic>, , PF VJ, 

Golk,k ,Kk”)= lE „Ica, | — Cih 
由 式 (6.7 一 15) 得 


ney = AED (ТЕТО!) CEI)" 


+ X? ($ Ieas 10}) X? (со ор) (11с›„10})* 
(6.7— 16) 
其 中 D? Ж D” 是 C4, 群 的 不 可 约 表 示 , 而 D” 则 为 Cs, 群 的 不 可 约 
表示 .为 了 讨论 方便 ,我 们 将 这 两 个 群 的 特征 标 表 列 于 下 : 
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表 6.13 (а) Ci 群 的 特征 标 表 ; (b) C:, 群 的 特征 标 表 


其 中 Tc， 在 C4 群 中 是 第 四 类 (Cd) 的 群 元 ,在 C ,中 则 为 第 三 类 
(Ci ) 的 群 元 . 

如 果 微 扰 势 V КД, 变换 , 初 态 依 4 变换 ,那么 ,未 态 只 能 是 
IK 或 3 变换 的 态 ,否则 , 式 (6.7- 16) + T F, ЖЕЖ АЖ 
戒 的 . 

X FERREE, H T py, ,py 依 A3 变 换 , 所 以 ,不 论 初 态 及 未 
态 依 哪个 不 可 约 表示 变换 都 有 


Х°(11с›„10})Х” Сс, 101) (116,101) =0 
这 样 , 式 (6.7 一 16) 右 边 就 只 剩 下 一 项 , 即 


"уу = [X СЕ 10|) EIX (1Е101)]+ 0 


这 是 因为 X* (|E10|)=2, 而 不 论 р? 及 DY 是 哪 一 个 不 可 约 表示 ， 
单位 元 的 特征 标 总 不 为 零 . 

电 偶 极 矩 的 > 分 量 是 依 A 变换 的 ,如 果 初 态 依 A. 或 A， 变 
换 , 则 末 态 只 能 是 依 X, 或 X, 变换 的 ,否则 跃迁 是 禁 戒 的 ;如 果 初 
DIK Ат 4? 变 换 , 则 末 态 只 能 是 依 X, 或 X, 变换 的 . 

非 简单 空间 群 的 选择 定 则 ”如果 初 态 、 末 态 及 微 扰 势 分 别 依 
群 G 的 不 可 约 表 示 DY, D K DEP 变换 ,那么 ,根据 式 (6.5 一 
6), 可 将 式 (5.4 一 8) 重 新 写成 


Кр | j — t 
Hip,k’p g 
Ü 


У У У Ук IHR! ав) 
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"Ж ARIER RH RIEDX ORIG HR t RIED” 
`J (Ri КК,)Ј (R; RR?) 
Je (RT ЮК )8(ЕК + ЕК — Rik- Gn) (6.7 — 17) 


hy. RE 分 别 是 波 和 撩 群 G(k),G(k ) 及 G(k”) 的 不 可 约 
PERR R R R’ 分 别 是 产生 上 k Wk R kR E H 6 
DA: JJe K Je H K(6.7- 36 X ;0 记号 要 求 Rk. RI kK K 
R 和 “满足 式 (6.7 -4) 的 要 求 ,zk2 yw 才 有 可 能 不 为 零 . 当 Pyy 
* 0 时 ,可 表 为 


nE у = 2, У ОКТ) ОПЕТ) x ОК)" 


киы! 


(6.7 18) 
式 中 求 和 是 对 所 有 属于 G (k. k, КӘН ЛК | tel, g 是 群 
G(k,k',k')W Br. 206.7 18) 的 证 明 与 简单 空间 群 式 (6.7 一 15) 
的 证 明 非 常 相 似 '2 2 ,这 里 不 再 详 述 . 


$6.8 双 空 间 群 


TERREN MATHE G XT ña F BË T 的 陪 集 
展开 是 


(у= АА T+ IR |I T+: + IR, lt, T 
其 转动 部 分 {RI 形成 32 个 点 群 中 的 一 个 .对 于 简单 空间 群 ,平移 
矢量 t, = 0). 
空间 群 G 的 双 群 ( 称 为 双 空 间 群 )G 是 这 样 定义 的 : 
G} = К, T+ IR, | IT +: + К, г, T+ К, |t, } T 


(6.8-1) 
AP A A RIARI HJ & 5017 J OM A Со. EEE 工 仍 是 
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双 空 间 群 G 的 不 变 子 群 , 所 以 , 双 简 单 空 间 群 可 表 为 T AÁ СУ. 
双 空 间 群 G" 群 元 的 群 乘 规则 是 

Ral ta} iRilti} = IRR lt, + Rat) 

| 及 {Riit} = R, ,R lt, + Rt} 

(Rolt) {Ri lti} = {R Riit: + R3t! 

(Rolt! Rilti} = {RRI It + Rt} 


(6.8-2) 


因此 ,230 个 空间 群 中 的 每 一 个 空间 群 С 都 可 以 构造 出 一 个 相应 
的 双 空 间 群 G?, 双 空间 群 G? 的 群 元 是 空间 群 的 两 倍 .但 是 , 双 空 
间 群 G? 的 类 数 则 不 一 定 是 空间 群 G 的 类 的 两 倍 ,这 是 因为 在 某 
些 双 空间 群 中 ,1RIt| 及 iRI1ti 同 属 一 类 .对 于 双 简 单 空间 群 ,由 
РЕЙ СОЛТ 的 陪 集 代表 元 均 可 表 为 |R;101,{R;|10} 的 形式 ， 
所 以 其 分 类 规则 与 双 点 群 的 相同 ;对 于 双 非 简单 空间 群 ,存在 如 下 
两 个 规则 : 

(1) 商 群 G(K)AT(K) 的 每 一 类 СФЕР, |, А, 
不 是 绕 某 轴 转 过 x 角 的 转动 ,那么 ,在 商 群 G?(k)/AT(K) 中 就 形 
成 两 类 CR C.. 

(2) 在 商 群 G(k)/T(K) 的 类 C; 中 ,其 转动 部 分 为 绕 某 轴 转 x 
角 时 ,存在 两 种 情况 :a) 不 存在 另 一 个 与 其 转轴 垂直 的 二 度 轴 , 那 
么 ,在 商 群 G™"(k)/AT(K) 中 为 两 类 ;b) 存在 另 一 个 与 其 转轴 垂直 
的 二 度 轴 , 则 在 商 群 G”(k)AT(K ) 中 为 同一 类 . 

双 空 间 群 的 不 可 约 表 示 在 8$4.5, 我 们 已 讨论 过 双 点 群 GO 
的 不 可 约 表 示 ,得 到 | 


р(Е)= +р(Е) 


其 中 D(E) 是 个 单位 矩阵 . 
对 于 双 空 间 群 的 任意 群 元 {RIt} 可 以 表示 为 


К\н} =] Е|ОН Ег] 
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所 以 ， 
D({RIti)=+DCRIti) | (6.8-3) 


式 (6.8 一 3) 表 明 , 双 空间 群 的 不 可 约 表 示 可 分 成 两 种 类 型 ,一 
种 属于 D({RIt))= D({RIti) 型 ,这 种 类 型 的 不 可 约 表示 可 以 
直接 从 单 空间 群 的 不 可 约 表示 得 到 . 另 一 类 属于 D(|IRIt|)= 
-DD({RIt) ) 型 ,这 种 类 型 的 不 可 约 表示 称 为 双 空 间 群 G? 的 附加 
不 可 约 表 示 , 它 们 可 以 从 相应 的 双 波 矢 群 GD(K) 的 不 可 约 表示 
求 出 . 

对 于 简单 双 空 间 群 G?, 其 点 群 G8 的 群 元 中 ,所 有 使 上 变换 
到 k + G, 的 群 元 的 集合 就 构成 了 双 波 矢 烙 GP (k). HR 
GP/ GD(K) 的 陪 集 代表 元 共有 т (5) 个 ,它们 都 是 不 带 杠 的 群 元 
RIO ,以 其 转动 算 符 作用 于 类, 则 Rk =k, # К+ G,. FE , X 
m(k) 个 不 等 价 的 波 矢 |k;| 就 构成 了 波 矢 星 . 

由 双 波 矢 群 G8() 的 附加 不 可 约 表示 D, 导出 双 空间 群 的 


kpD 


不 可 约 表示 DU 的 定理 是 $6.4.2 定理 一 的 推广 , 即 


D’ (I Ri RR,|01),.,exp( — iR ik R, ) 
6 4 R IRR,€ GP(K ) 
0 ”其 它 情况 
D’ (IR  RR,|01),.,exp( —iR;k В, ) 
А6 ККК, Є GO(k ) 
0 ЖЕЙТ 
(6.8-4) 
对 于 双 非 简单 空间 群 的 附加 不 可 约 表示 ,也 是 从 双 波 矢 群 
G2(k) 的 附加 不 可 约 关 涉 表示 导出 的 ,这 时 只 要 将 GP/ GP( k) BJ 
陪 集 代表 元 都 取 成 不 带 杠 的 1R;|7t;1 ,那么 , $6.5.2 的 定理 一 及 
定理 二 就 可 推广 应 用 于 求 双 空 间 群 的 附加 不 可 约 表 示 . 以 
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GD(K)/T(K) 代 兰 G(k)/T(K)(T(K) 是 由 满足 式 (6.5 3) 0% 
移 算 符 构成 的 平移 群 ) ,那么 $6.5.2 的 定理 三 就 可 以 推广 到 双 空 
间 群 的 情况 . 

双 空 间 群 的 不 可 约 表示 的 基 画 数 不 是 标量 函数 ,而 是 旋 量 函 
数 , 其 分 量 都 是 布 洛 赫 波 函数 .车 以 旋 量 函数 变换 算 符 Ок, 
用 于 双 波 矢 群 GD(k) 的 关 涉 表示 的 基 范 数 上 ,就 可 以 得 到 双 空间 
群 不 可 约 表示 的 基 函 数 ， 

自 旋 -轨道 耦合 ”在 $5.5, 我 们 已 经 了 解 到 ,由 于 自 旋 轨道 
炮 合 而 引起 能 级 分 裂 的 情况 ,可 以 从 约 化 双 群 G? 的 直 积 表示 


Di@; 为 其 不 可 约 表示 的 直 和 得 到 .下 面 我 们 将 这 一 般 的 结论 ,应 
用 于 空间 群 的 情况 . 
先 考虑 简单 空间 群 的 情况 .如 果 D ” 是 由 波 矢 群 Go(K) 的 不 
可 约 表示 导出 的 单 群 G 的 不 可 约 表示 , 则 DY @Dz 就 是 双 空间 
群 的 直 积 表 示 , 它 是 由 区 波 矢 群 的 表示 D”(,,@D7 导 出 来 的 .如 


果 D' у, Ре Go，… 是 双 波 矢 群 G8(k) 的 附加 的 不 可 约 表示 ， 


сою)? 
那么 ， 
Dé (K)QD? = а.о Ba Do (6.85) 
相应 地 ,应 有 
DPRD? = a D Da, D O (6.8-6) 
式 中 DE 、D” 是 双 空间 群 G2 的 不 可 约 表示 .它们 是 按 式 (6.8-- 


4) 从 双 波 矢 群 GD(K ) 导 出 来 的 .由 式 (6.8-S) 及 (6.8-6) 看 出 ， 
能 级 如 何 分 裂 ,完全 由 点 群 Go(K) 的 直 积 表示 的 约 化 来 决定 . 
只 要 以 G(k)& GD(OK) 分 别 代 替 Go(k) 及 GO(k), 则 式 (6.8 
-5) 及 (6.8 一 6) 就 可 应 用 于 非 简 单 空 间 群 的 情况 . 如果 是 简约 
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布 里 渊 区 内 部 的 点 ,根据 式 (6.5 一 11) 就 可 以 从 Go(k) 的 不 可 约 
表示 导出 C(K) 的 不 可 约 关 涉 表示 .所 以 , 自 旋 轨道 耦合 引起 的 能 
级 分 裂 仍 由 点 群 Go(k) 及 G9(k) 确 定 . 

式 (6.8 一 6) 中 的 约 化 系数 可 以 由 式 (5.5 – 36)15 39|. 4 6.14 
列 出 了 立方 空间 群 Oi, O, OLK On fE T Ak = 0) B 2 4k F 


表 6.14 立方 空间 群 01,05 ,01 及 01 在 了 点 处 的 约 化 序列 


Pas Гү Py Pir I'is 了 35 


р.р |Ге Г; Г; rn ГУФГ: Te mr rr Г;@ГЕ 


列 .由 这 个 表 就 可 以 方便 地 得 到 在 ГАЕБЕН РАО Я 
引起 的 分 裂 情 况 . 表 中 的 D, 表示 不 考虑 自 旋 轨道 耦合 时 ,能 级 所 
属 的 不 可 约 表示 ,下面 一 行 给 出 了 考虑 自 旋 轨 道 耦合 后 能 级 属于 
双 群 的 哪些 不 可 约 表示 . 例如 ,不 存在 自 旋 轨 道 耦合 时 ,能 级 属于 
Г ,这 是 个 三 维 表示 ,考虑 了 电子 的 自 旋 后 ,这 是 个 六 重 简 并 的 
能 级 . 当 存 在 自 旋 轨 道 耦合 时 ,这 个 能 级 就 会 分 裂 成 为 两 个 能 级 ， 
其 中 一 个 是 属 P 的 二 重 简 并 能 级 , 另 一 个 是 属 P +, 的 四 重 简 
并 的 能 级 ,这 正 是 半导体 钳 及 硅 的 价 带 顶 的 情况 .利用 ГУ 能 级 上 
的 空 穴 吸收 红外 光子 能 量 而 跃迁 到 ГУ 能 级 上 的 实验 ,测定 了 销 
及 硅 价 带 顶 的 自 旋 轨 道 耦合 分 裂 值 A 为 


AG =0.20eV, As=0.044 eV. 


Š6.9 Вр ВРЕВА НУ BI JE S 


HILL TF Жа Ik fE + НУН a fr it p y E H (5.1 - 1)25 H , 
EP ¿ 是 布 洛 赫 波 p (r) ети (r),W P ЖЛ H (r) + + 
包含 电子 自 旋 的 实 的 算 符 .因此 ,时 间 反 演算 符 T WK k E JK šu W 
符 开 .将 式 ($.1-1) 两 边 取 复 共 恩 ,得 
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H(r) (r) = E(k (Р) " (6.9-1) 


HP, (г) * 是 波 矢 为 -的 布 洛 赫 波 yJ_i(r). 若 以 -kk 代入 式 
(5.1 一 1) 中 , 则 有 


H(r)g , (r)=E(-k)@_ ,(r) 
与 式 (6.8 一 1) 相 比 , 即 得 
E(k)=E(-k) (6.9-2) 


它 对 于 布 里 渊 区 中 的 任意 大 成 立 . 式 (6.9-2) 表 明 , 由 于 考虑 了 
时 间 反 演 对 称 性 ,电子 能 带 在 布 里 渊 区 内 具有 反 演 对 称 性 . 

前 面 已 经 证 明了 电子 能 带 具 有 空间 群 的 点 群 Go 的 对 称 性 . 
£ Go 包含 了 空间 反 演 1, 则 不 论 考虑 不 考虑 时 间 反 演 对 称 性 , 式 
(6.9 一 2) 都 成 立 . 若 Go 不 包含 空间 反 演 1, 则 式 (6.9 一 2) 是 在 考 
虑 了 时 间 反 演 对 称 性 后 才 成 立 的 . 

当 系 统 的 百人 (r) 存 在 时 间 反 演 对 称 性 时 ,电子 的 能 级 是 否 亦 
相应 地 出 现 额外 的 简 并 度 ,取决 于 能 级 所 属 的 不 可 约 表示 的 特性 . 
这 些 特性 的 判 据 已 由 式 (2.14 一 19) 给 出 ,并 重新 列 于 表 5.11 Ф. 
在 讨论 晶体 电子 的 能 带 时 , 判 据 中 的 群 元 R 应 是 空间 群 的 群 元 
[R| ta , 求 和 应 遍及 所 有 空间 群 的 群 元 .因此 ,直接 利用 式 (2.14 
— 19) 进 行 判 断 几乎 是 不 可 能 的 .为 此 ,需要 根据 空间 群 的 不 可 约 
表示 的 理论 ,将 一 般 的 表达 式 (2.14- 19) 改 写成 方便 地 应 用 于 空 
间 群 的 形式 . 

首先 考虑 简单 空间 群 的 情况 .根据 式 (2.14 一 19) 式 (6.4 一 6) 
及 表 5.11 有 


> жіктік, 1? = У) X(IR''R2R, | 0))exp[— iR;k (RR, + R,)) 
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0 (2) 简 并 度 加 倍 (6.9-3) 
-g (3) JEFE mA 


| g (1) 无 附加 简 并 度 


上 式 左边 是 对 空间 群 G 的 所 有 群 元 求 和 ,右边 则 是 对 
ККК, 10} € Go(k) 的 那些 R,R; ARX К, 求 和 .其 中 


21е iR; К : (РК, + R.)] = Zel- (R! + E)RKk: К. | 


_ МГ (R- !+Е)Е,К— G,, ] 


(6.9-4) 
& G。=0, 得 
RR;k= -R;k 
以 R 左 乘 上 式 后 ,再 以 R; ER, 
R 'RR;,k= 一 大 (6.9—5) 


(R IRR; )(R;'RR;)k= R; ККК = (6.9—6) 
即 
R I!R2R C Go(k) 
£ Q= R; 'RR, , 则 式 (6.9-5) 及 (6.9-6) 可 改写 成 
Qk=-k, Q = 大 (6.9-7) 
将 式 (6.9-4) 及 (6.9-7) 代 回 式 (6.9-3) 后 ,得 


(1) 
У YP (IRI R, = Nm(k)2, X (19101) = | 0 (2) 
Q 


-g (3) 
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其 中 g 是 空间 群 G АИ, Н g = Nga = Мп (к) вок). НІЖ, ER 
变 成 


go( k) (1) 无 附加 简 并 度 

> Xx({Q 1 0|)2 = <0 (2) ЗЕЕ ШИ (6.9-8) 
i - go(k) (3) 简 并 度 加 信 
这 就 是 简单 空间 群 不 可 约 表示 特性 的 判 据 . 

И ” 电 体 具有 简单 空间 群 的 对 称 性 时 ,电子 能 带 在 布 里 渊 区 
中 不 同 点 处 的 简 并 度 . 

首先 讨论 空间 群 Oi 及 O? 的 情况 .这 两 个 空间 群 的 点 群 Go 
均 为 八 面体 群 O... 

k 是 布 里 渊 区 一 般 点 的 波 矢 . 这 种 点 的 波 矢 群 Go (k) = 
i 和 E10}. 所 以 ,go(k)=1. 以 O, 群 的 元 作用 于 Kk, 仅 有 I= 一， 
I’k=Ek=k, 以 Q=I 代 入 式 (6.8 一 8), 得 


УУХ ДЕ 10}) = 1= go(k)， 属 情 况 (1). 
Q 


因此 ,在 不 考虑 电子 目 旋 时 ,时 间 反 演 对 称 性 不 会 使 布 里 渊 区 中 一 
般 点 处 的 能 级 E(k) 增 加 简 并 度 . 

k 是 对 称 面 上 的 波 矢 . 反 演 17|101 及 绕 垂 直 于 对 称 面 的 轴 转 过 
x 角 的 操作 1c,10! 都 可 以 使 变 到 等 价 于 一 的 波 和 拓 k 处 .这 些 
БАНУ KF ССК) А go (k)=2 时 ,其 两 个 不 可 约 表 示 均 为 
Ж, Вх (1012) = x (11012) = x({E101)=1, 所 以 ， 
> xY (19 1012) = 2, 表明 这 些 对 称 面 上 的 点 的 能 级 ,不 会 因 时 


Q 
则 有 反 演 对 称 性 而 增加 简 并 上 度 . 
同样 可 以 讨论 在 对 称 轴 上 的 点 处 的 能 级 , 亦 不 因 时 间 反 演 对 
称 性 而 增加 简 并 上 度 . 
现在 讨论 办 锌 矿 结构 的 简单 空间 群 TT; 的 情况 .空间 群 T 2 ñi 
MIFE Ts 群 , 不 包含 反 演 i1|0| ,所 以 ,E(k)=E( 一 kk) 的 对 称 性 
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是 由 于 时 间 反 演 对 称 性 引起 的 . 

取 布 里 湖区 中 一 般 点 的 波 和 撩 ,在 工 , 群 中 没有 一 个 群 元 可 使 
k 变换 到 等 价 于 一 k 的 波 矢 ,所 以 ， > x (191012) = 0, 属 情况 
(2), 改 该 处 能 级 的 简 并 度 因 时 间 反 演 对 称 性 而 加 信 

ЖЛ БАЈА, А = 一 (0,0,2x), 其 中 0<к<1. ЖЖЖ 
Golk) 是 点 群 C2,, 共 有 四 个 群 元 ,分 成 四 类 :EE;c2,; Ісу 5 Lc2r5- 
在 空间 群 的 点 群 工 群 中 ,有 下 列 四 个 群 元 可 使 变换 到 等 价 于 
— k 的 波 天 处 ;co;,c2y,1c4s 太 Ic; . В. 

со. 101 = |с, 10 = EIO}, ea 10 = 11411012 = (сә, [0]. 
由 Сый ирк а Т. 

ЭРА (iQ | ог) = = 4, 属 情况 (1), 无 附加 简 并 上 度 . 


了 y 23 (| 1012) = 0, 属 情况 (2) ,存在 附加 简 并 度 ， 

Q 
即 在 A 轴 上 的 波 矢 k 处 , 属 不 可 约 表示 А, 及 A, 的 能 级 是 粘 在 一 
起 的 . 

C,, 群 的 特征 标 表 列 于 下 


对 于 非 简单 空间 群 , 亦 可 从 式 (2.14 一 19) 及 给 出 非 简 单 空间 
群 不 可 约 表示 的 公式 (6.3-6) ,得 到 非 简单 空间 群 的 判 据 为 


go/m(k) (1) 
УО | D (2) (6.9-9) 
- go/m(k) (3) | 
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式 中 左边 是 对 空间 群 G 的 商 群 G/T É) ТВ Ж It K G IQ | t! Ж 
和 ,其 中 ,转动 算 符 Q 具有 性 质 Qk= —k+G,,1Q | (C G(k). 
go 是 空间 群 的 点 群 Go WJ Br, m (К) E % K BE rH ñj 39 Ж. 


ОО Э ло РЕК k G(k) 的 关 涉 表示 РЁ 


KEER. ЕВЕ (6.9 8) KEFALET. (6.5 
-2) 给 出 m(k)=go/goCk), ТИ ,24(6.9-9) EJ 5 


go (k) (1) ЭЕ 
У (19 1412) = 40 (2) ЭЖ (6.9-10) 
— g (k) (3) ЕА 
其 中 go(K) 是 波 矢 群 GCK) 的 点 群 Go(k) 的 阶 . 
当 唱 体 电子 的 哈密 顿 算 符 产 (r) 包 含 了 电子 的 自 旋 轨道 耦合 
项 时 , 忆 (r) 就 不 是 实 的 了 .时 间 反 演算 符 T=o,K 或 T= 1o,K ,其 
H KARAHAN. EEI Л ЖЕП ДЕ, Л ДЕ АХ 5з АВЕ Я Н(г) 
具有 时 间 反 演 对 称 性 , 则 


o, A(r)e,= Н(г)' (6.9- 11) 
ДЕ ЙЕ E ТУЛУ Ж) М ЗЕ, 3F 3] H E zÇ ,就 得 到 
Н (ғ) [суф (r)']=E(k)[a | (r)'] (6.9-12) 


上 式 表明 , 当 系 统 的 哈密 顿 算 符 在 时 间 反 演 下 不 变 时 ,oy Сг)" 
也 是 相应 于 能 量 E(k) 的 本 征 函 数 ,因此 ,E(k) 的 简 并 上 度 可 能 增 
”加 ,这 取决 于 E(k) 所 属 的 不 可 约 表 示 的 特性 .不 可 约 表 示 特 性 的 
判 据 是 式 (6.9 一 8) 及 (6.9 一 9) 的 推广 .对 于 简单 空间 群 有 


Боб) (1) ##£EBH m 3 BE 


> (lQ 10) =ч 0 (2) 存在 附加 简 并 度 
_ go(k) (3) 不 存在 附加 简 并 度 
(6.9—13) 
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上 去 左边 是 对 空间 群 的 点 群 G 中 的 所 有 满足 Qk = - k + G,, 的 
群 元 [QI0}?* RA, gok) ERER Gok) ЮИ, XL (|Q101?) 为 
ПОО 在 双 波 矢 群 G9(k) 的 不 可 约 表示 中 的 特征 标 .与 单 群情 
况 相 似 ,1Q10} 可 以 不 是 双 波 矢 群 G9(Kk) 的 群 元 ,但 iQ101“ 必须 
ERER GIER. 

以 Oi 的 双 空 间 群 为 例 ,对 于 对 称 点 开 与 U 及 对 称 轴 三 、S 及 
Z ,其 双 波 矢 群 GO(K) 均 为 双 点 群 C2,, 这 个 群 共 有 五 类 : С = 下; 
С;= E ;Cs= Cays C 2% 5 C4 = 1сз„,1с „3 Сз = Try, IC ,, . CA, 


群 仅 有 一 个 二 维 的 附加 不 可 约 表示 ,其 特征 标 如 下 : 


С, С» С» С, Cs 


满足 QK = - k+ G, 的 转动 Q RA c, K ,而 在 双 群 中 ic,101?= 
[Е|0},{1(0]2= {E10}, 所 以 У (ЧОО?) = 0 属 情 况 (2)， 
故 存在 附加 的 简 并 度 . 

对 于 双 非 简单 空间 群 GD 的 不 可 约 表示 的 判 据 可 写成 

| go/m(k) (1) 存在 附加 的 简 并 度 
> Xx (Өг?) = 0 (2) 存在 附加 的 简 并 度 

- go/m(k) (3) 不 存在 附加 的 简 并 度 

上 式 左 边 是 对 所 有 的 变换 iQ1ti 求 和 ,其 中 1Q1iti 是 商 群 G/T 
的 陪 集 代表 元 , 且 满 足 Qk = - k + G,,. go 是 双 空 间 群 的 点 群 GP 
的 阶 ,m (k) 是 波 和 撩 星 中 波 和 撩 k ЮЖН, P (О!) BE ú 
(QIC ENRERE GP?(K) 的 附加 不 可 约 表示 X” 中 的 特征 标 . 

现在 考虑 双 非 简单 空间 群 D 纪 在 A 处 能 级 的 简 并 度 . A 点 的 
波 矢 是 大 = ( 0,0, 到 上 .在 这 点 的 商 群 GD(E)/T(K) 的 附加 表示 的 
特征 标 表 列 于 表 6.15. 
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表 6.15 商 群 G(k)/T{K) 的 附加 不 可 约 表示 的 特征 标 表 
Ë k= (0,0,2) | 


КИЕП Жл; 
Е Т0 | 

[Е 10/ 

Е laii 

{Elall 

| с.с. |т,т+а|| 

| С эс |т,т + а) 


| С з., сз, 101 
le, c. 1101 


-1 
(с ,3 C3, la)! 
| cc |all 
{ c2z> Carlt, t +a! 


{cs ,caasc2Bl ct, С,» с, 7 cslr+all 


A 
[Cor 2A» С звіті, іс. coa ›С2віт+а1і 
{соу Сас» Сар» © 2y» © 2с» © 2р\0,а1| 

Дт, t+ al 

| Г|т,т+ а} 

| Icez» св (0, a1} 

(esce, |0,al 


|! Іс- |т,т+а\| 


C 
3x ” 


т = 
(1с, „Іс. [r,r+a,l 


| Ic, lc2410,81} 
| [сз ,Ic2a ,Ic28 ‚12, „Ісзд ‚Ісав |0] 
| сз. 9 [c;A H Ic; p ‚Тез ‚Ісзд ‚Ісав | а} | 


| 1с2,, сәс» [ec2p, 12у» Ic2c, Ic2p| т, t а,) 
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© о Б 


& © oo o бс o б © Фф — ° 


| 


o5 © < o © o бс б © б N N N N 一 


с > © ° 


де = (0045) 


利用 上 面 给 出 的 双 非 简单 空间 群 不 可 约 表 示 的 判 据 , 知 附加 
表示 A, 及 As 是 属于 情况 (2) 的 ,由 于 时 间 反 演 对 称 性 而 使 属于 
它们 的 能 级 烙 在 一 起 . 

可 见 , 由 于 时 间 反 演 对 称 性 的 存在 ,能 带 在 布 里 浏 区 各 后 处 的 


简 并 度 可 能 发 生变 化 ,更 为 详细 的 讨论 可 在 有 关 的 资料 中 找 
到 | 131181011). 


56.10 ” 群 论 在 能 带 计算 中 的 应 用 


昂 体 具有 空间 群 的 对 称 性 . 晶体 电子 的 波 函 数 是 布 洛 赫 波 ， 
能 量 本 征 值 分 裂 为 能 带 . 不 同 的 能 带 计 算 方 法 选用 不 同 的 已 驹 天 
数 集 来 构成 布 洛 赫 波 ， 如 自由 电子 近似 选用 平面 波 ， 紧 束缚 近似 
选用 原子 轨道 波 隧 数 ， 正 交 化 平面 波 方法 则 选 平面 波 与 原子 轨道 
波 函 数 的 线性 组 合 . 在 $5.2 已 经 指出 ， 如 果 将 已 知 函 数 集 组 合 
成 依 苹 定 词 方程 群 的 不 可 约 表示 变换 的 对 称 化 波 卫 数 ， 则 久 期 行 
列 式 就 会 分 裂 成 若干 个 子 行列 式 ， 从 而 使 求解 套 定 证 方程 的 工作 
量 大 为 减少 ， 如何 用 球 谐 函 数 ， 平 面 波及 原子 波 函 数组 成 依 空 间 
群 的 不 可 约 表 示 变 换 的 对 称 化 波 函 数 ， 这 是 本 节 首 先 要 讲述 的 内 
#111141 

ERE OR h ЕЕ mj RB D 2 3B SJ SEE 2 Н, = (y， 
Но). H T H ЖЯ ña ЮКЕ, Ти, Н] ЖШ H 
的 对 称 性 ,使 昌 ; 由 少数 几 个 参量 来 表示 . 这 是 本 节 要 讲述 的 第 二 
x y 21111 14] 


96.10.1 леж Ж 


对 称 化 球 谐 函数 |m: ВИ Ү"(0,ф) k 8 
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Y/(0,ge)= Р," (cos0)exp(ime) (6.10 —1) 


其 中 ,6 Мо 是 球 坐 标 中 的 两 个 参数 ,P” 称 为 缔 合 勒 让 德 多 项 式 . 
球 谐 函 数 是 原子 轨道 波 涌 数 中 与 角度 有 关 的 部 分 ,最 常用 的 是 1 
BUNAIT RR IE РАЯ, EIE 


[= 0 mi =0,Y0(0,e)= s=, | 二 
— l — — 3 . іф 
mi=1,Y1(0,9)=p, 54 gx sine 
_ _ n 0 _„ = [3 
[= 1 т = 0,Ү(0,фФ) = р = 45.0080 
m = -1,Үг1(0,ф)= p =, | sine" ie 
{ bi ] s Ф _ 1 бт 
— 2 — — 15 . 2012 
mi=2,Y2(0,9)=d,,= 327Sin де 
_ 1 vl _, _ [B, | 
m=1,Y}(0,9)=d =. | gp sinócos0e'* 
[= 2 mi = 0,Y2(0,2)= d = > (3сов9 – 1) 


— -1 — — 15 : - 1@ 
m =-1,Y; (0,д)=4_,=х/ g=sin0cos0e 


— — 2 — — 15 ‚2 —12ф 
mi = —-2,Y (0,9)=d ,= 37, Sin бе 
| (6.10-2) 


式 中 的 1 Ат 均 为 量子 数 ,! 与 0 有关 ,mm 55 Фф 有 关 . 为 便于 应 
用 ,一 般 将 上 述 球 谐 函 数 重新 组 合 为 
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d 2 = zld, _„1= 162510 “0cos2 0 


=, | = sin’ O(cos’ ф — sino) (6.10 —3) 
1 ñ 
d,= 5. (d, d ,)]= 16rSm “0sin2o 
一 人 awaq 


d ,, = 2 zid + а ` ‚) N 也 singcosbsing 


+1 


yz >| -ild = d_ )] =al singcosbsing 


d,2 = d =] T (30080 -1) 


ра АЗ E H Ë] 6-14. 
取 直 和 角 坐 标 系 Oxyz 的 z 轴 与 球 坐 标 系 的 极 轴 重 合 , 则 有 


x = rsinĝcose у = rrsin0sin@ 之 三 六 cost (6.10 —4) 


在 对 称 操作 算 符 的 作用 下 ,> 是 不 变 的 ,由 上 式 看 出 ,x 的 变换 与 

ѕзіпдсоѕф 相同 ,y 的 变换 与 sin0sing 相同 ,z 的 变换 与 cos6 相同 . 

由 此 可 见 , 式 (6.10 一 3) 的 函数 在 对 称 操作 算 符 作用 下 ,上 式 变 换 性 

质 由 下 标 表 示 , 即 p, 如同 + 那 样 变换 ,其 它 类 推 . 当 一 个 群 的 不 
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6.14 ¿/=0,1 及 2 的 原子 轨道 的 方向 特性 


可 约 表 示 的 基 郴 数 的 变换 性 质 如 同 s 态 波 哆 数 的 变换 性 质 一 样 ， 
就 称 这 个 不 可 约 表示 为 s 类 的 ; 当 群 的 某 不 可 约 表 示 的 基 函 数 是 
IK z、y K z 变换 的 ,那么 ,这 个 表示 就 称 作 р 类 的 ;相似 地 , 群 的 
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不 可 约 表 示 也 可 以 是 d 类 的 {类 的 ,…… | 

利用 投影 算 符 ,可 以 用 式 (6.10 -3) 中 的 函数 组 合成 波 矢 群 的 
Ма 27 É ZS BJ ЖЕ РА Ж. IK U SF Jy 5з {Ж Of 及 面 心 立 方 空间 群 Ор 
在 布 里 浏 区 内 各 对 称 点 、 对 称 轴 、 对 称 面 的 波 矢 群 Gu(K) 的 各 不 
可 约 表示 的 各 列 基 函数 ,可 在 参考 书目 [111 找 到 . 

对 称 化 平面 波 ” 对 称 化 平面 波 可 用 于 近 自 由 电子 近似 及 
正 交 化 平面 波 (O.P.W) 法 . 

具有 波 矢 为 k 的 平面 波 , 可 写作 

Ф, (r)=exp[i(k + Gm)*r 儿 略 去 了 归 一 化 常数 ) 
(6.10—5) 

式 中 G 是 倒 格 矢 . pg，(r) 具 有 布 洛 赫 函 数 的 性 质 .用 投影 算 符 
作用 于 pg，(r) 上 , 即 可 得 到 对 称 化 平面 波 . 现 以 金刚 石 的 空间 群 
O41 为 例 来 作 具 体 说 明 . 

金刚 石 型 的 晶 格 是 复式 格子 ,由 两 个 面 心 立方 的 分 格子 套 构 
而 成 . 若 有 一 原子 位 于 A 分 格子 的 格 点 位 置 上 , 则 其 最 近邻 是 四 
个 相同 的 位 于 B 分 格子 上 的 原子 .图 6.3(b) 画 出 了 一 个 结晶 学 原 
Bu rh RT MJ в. 

如 果 单 胞 的 边 长 为 c, 且 直角 坐标 系 的 原点 位 于 单 胞 角 上 的 
原子 位 置 上 时 , 则 固体 物理 学 原 胞 的 基 矢 是 这 样 的 三 个 矢量 : 


a, = [0.272272]. a, = (70070 ).аз= (4,7,0 
(6.10 — 6) 
在 每 个 固体 物理 学 原 胞 内 ,有 两 个 分 属于 A.B 分 格子 的 原子 .在 
原 胞 内 ,存在 两 个 内 部 矢量 : 
(a) 当 原 点 选 在 某 一 原子 位 置 处 , 则 有 


т =(0,0,0), rt2= t= 4-(1,1,1) 


(b) 当 原 点 选 在 两 个 原子 联 线 的 中 点 时 ,有 
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di=401,1,1), 4,= – (1,1,1) 


用 这 种 方法 选取 的 原点 称 为 标准 原点 . 

金刚 石 结构 的 空间 群 OL Fd3 m ) 是 个 非 简单 空间 群 , ОЖ 
纯 平 移 群 T 作 陪 集 展 开 时 的 陪 集 代 表 元 共有 48 个 ,其 中 第 1 一 24 
个 操作 形成 点 群 Tj. 在 这 些 对 称 操作 的 作用 下 ,所 有 的 原子 均 在 
各 自 的 面 心 立方 分 格子 中 变换 ,不 会 发 生 原 子 由 一 个 分 格子 变换 
到 男 一 个 分 格子 中 去 的 情况 ;从 第 25 个 操作 起 至 第 48 个 操作 ,都 
是 复合 操作 ,这 些 操 作 可 由 1I|7z| 左 乘 点 群 本 的 每 一 个 操作 而 得 
到 ,其 中 ?zr 是非 格 矢 平移 矢量 . 


1 
r= (91+ a, + аз) = (1,1,1) 


48 个 陪 集 代表 元 已 在 表 6.1 列 出 . 
由 特征 标 投影 算 符 的 一 般 定义 , 波 矢 群 G(k) 的 特征 标 投 影 
算 符 可 写作 


| | 
Р? = "392 Ж (IR Itl)” PR (6.10-7) 


56.5 ЖЕНШ, ЖЯ G(K) 的 不 可 约 关 涉 表 示 бору АЈ Ё 
群 CG(K)7TAK) 的 不 可 约 关 涉 表 示 给 出 .根据 式 (06.5- 16), P? 可 
改写 成 


i 
Р = = 2 XT (IR ЕТО) "Рума (6.10-8) 


APIR Ж ЕХ G(k)#k F WE (Kk ) 作 陪 集 展 开 的 陪 集 代 
表 元 , 求 和 就 是 对 所 有 的 陪 集 代 表 元 进行 的 . g 是 商 群 G (k )/ 
T(k)ËB) B: , Z, 是 不 可 约 关 涉 表示 D2? yra BIHE 38. 


在 近 自 由 电子 近似 中 ,将 布 洛 赫 波 函数 展 为 平面 波 的 线性 


фк 一 2 awu 一 Darre Ф, ( 
k С m 
其 中 


J (&#+ 6 }'r 
—e m (6.10- 9) 
V V 


С 是 倒 格 矢 .现在 考虑 本 点 (k=0) 平 面 波 的 线性 组 合 .这 时 G, 
可 取 离 原点 最 近邻 的 倒 格 点 的 位 矢 | Gng 、 次 近邻 的 { Gra с. 
现在 取 |G,,,| 的 8 个 平面 波 来 组 成 对 称 化 的 平面 波 . 1G。} 的 8 
个 平面 波 是 


Фк+с 一 


Ф Pii E V/V 


1 elay- z) 
Ф, PI A/V 
1 26 ~ + — 
— z+y-z) 
Фат Piil IV 
一 1 -Na+ y-a) 


Pa Pin sy C610- 10) 
— — 1 290+ + т) | 

Ps fii VV * i 

] 290 -=+ y+z) 


Ф Piu V. 


= l pi (z y + z) 
Ф: Ф111 VV 
— _ 1 iZ tty- z) 
Фа Фут V | 


| a ~ 2 
ВИЕ ЕВЕ Foy = Ey 的 解 ,其 中 H, = - —У? 


2 
ЗЕ, 以 它们 为 基 组 成 


7 = 
ma 


pli 二 1,…,8) 的 本 征 值 是 E = 3: 
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商 群 G(0)AT(0) 的 一 个 8 维 表示 Р. ЖЕ G(0)AT(0) 与 点 群 O, 
同 构 ,这 个 群 的 群 元 分 成 10 类 ,共有 10 个 不 可 约 表 示 . 8 ЖЕЙ Ж 
示 D 就 约 化 为 这 些 不 可 约 表示 的 直 和 .为 求 出 约 化 系数 及 对 称 化 
平面 波 ,需要 知道 Ps ,ge Cr) 的 结果 . 现 将 商 群 G(0)7T(0) 
的 陪 集 代表 元 的 函数 变换 算 符 P ra XT gp 的 作用 结果 列 出 来 ( 取 
标准 原点 ). 为 了 简便 ,在 表 中 以 1,2,… ,8 RE p ,gp，，… , 9，、 


REFS 类 P P 9 P, Фф 9 9 Pa 特征 标 x? 


1 E 1 3 4 5 6 7 8 8 
2 3c% -4 3 2 -1 —8 7 6 -5 0 
3 -2 -1 4 3 -6 -5 8 7 
4 -3 4 -1 2 -7 8 -5 6 
5 6с; -3 -1 4 2 -7 -5 8 6 0 
6 -2 4 -i 3 -6 8 -5 7 
7 -4 3 -1 2 -8 7 —5 6 
g -3 4 2 -1 -7 8 6 一 $ 
9 -2 3 4 -i -6 7 8 一 
10 -4 -1 2 3 -8 -5 6 7 
11 6Ic, -4 2 3 -1 -8 6 7 -5 4 
12 -3 2 -1 4 -7 6 -5 8 
13 -2 -I 3 4 -6 -5 7 8 
14 1 3 2 4 5 7 6 8 
15 1 4 3 2 5 8 7 6 
16 1 2 4 3 5 6 8 7 
17 8с» 1 4 2. 3 5 8 6 7 2 
18 1 3 4 2 5 7 8 6 
19 -4 -1 3 2 -8 -5 7 6 
20 -2 4 3 -1 -6 8 7 -5 
21 -3 2 4 -1 -7 6 8 -5 
22 -4 2 -1 3 -8B 6 -5 7 
23 -2 3 -i 4 -6 7 -5 8 
24 -3 —1 2 4 -7 -5 6 8 
25 I 5 6 7 8 1 2 3 4 0 
26 31 -8 7 6 -5 -4 3 2 -1 Ü 
27 -6 -5 8 7 -2 -1 4 3 


Ж Ж 
特征 标 X 


Pi Pao Pa Pa Ps Pae Pa Pr 


类 


群 元 序号 


28 


бс„ 


29 


30 
31 


32 
33 


34 


бс» 


35 


36 
37 


38 
39 
40 
41 


5 


8 Гс; 


42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 


为 方便 ,在 表 6.16 重新 将 Oh 群 的 特征 标 表 列 出 . 


点 群 O4 的 不 可 约 表 示 的 特征 标 表 


3⁄ 6.16 


I 


Г, 


Г, 


Г 25' 


I'is 


Гу 


Гр. 


Г.» 


Fis 


Гү 


Г, 
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由 约 化 系数 的 公式 a= УЛУ (К)' X(R) 及 特征 标 表 , 得 


D= P.D, Or O T 
下 面 分 别 求 出 依 不 可 约 表 示 Г, Ts. Ts № Г, Ж ЖН} X PK 
化 平面 波 . 
(1) 是 非 简 并 的 ,而且 只 出 现 一 次 ,所 以 ， 
2; X (L) PL p: = 1) f 
7 是 一 个 常数 因子 ,了 上 , 是 第 * 个 群 元 .我 们 取 9 =p (Ж p 中 的 


任 一 个 平面 波 都 得 到 相同 的 结果 ) ,由 于 对 所 有 48 个 群 元 都 有 7 
(L.)=1, 所 以 得 


广 =1-4-2-3-3-2-4-3-2-4-4-3 


-2+1+1+1+1+1-4-2-3-4-2-3 
+5-8-6-7-7-6-8-7-6-8-8- 7 
-6+5+5+5+5+5-8-6-7-8-6- 7 
! d 
=—(1-2-3-4+5-6-7-8) 
fu" Ж 


1 
(ФТФ PaT Pat ps Pe Ф, Pa) 
(2) Г, ЗЕЕ, mi H AV ih ga — I , BT D 
48 
> X” (L,)* P. ç, = 1] * f 
注意 到 ,对 O) 群 的 头 24 个 元 xX *(L,)=1, 而 对 后 24 个 元 则 
Xx7(L,)= 一 1, 于 是 ， 
fa= (l -2-3-4-5+6+7+8) 


7 
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1 
28 Ф, PIT PIT @; t PEt PtP) 
(3) IT2s: 是 三 度 简 并 ,但 仅 出 现 一 次 ,用 投影 算 符 依次 作用 于 
p Pa F3 Ж Фа 上 ,得 


48 
= 2, X (1) "Рф, = 3р + (p, + Ф, + 9,) 


s= l 
+ (@, + @, + @, + @, + @, t ф,) + (— Фф, - 6, 
- p, t 3@ ) + 3@, + (p, + @, + Ф,) + (2ш, + 20, 
+2ф,) – Фф, – Ф, – Ф, t 39, 
=69 +2(ф, + Фф, + ф,) +6ф,+2(ф. + Ф. + p.) 
同 理 得 | 
48 n 
pa = ХХ “#(L,)'" P. g 
s=1 
=2ф,+6бф,-2ф,—2ф,+2ф,+6ф—2ф,„—2ф, 
48 
ёз = 2, X 5 (L,) "Р, оз 
| з= | 
=2p — 29, +6ф, 29, +2, 29, 69, 20, 
48 
pa = 2) X (1) "Рф, 
s=1 


=2Ф,—2Ф,-2Ф,+6ф,+2ф,—2ф„-2ф,+6, 
THEE, y =p, +0, t ‚ПН gpg, A y 亦 不 相互 正 交 ,所 
VA, ERIH IERRA РЕ. Жр — 0,0 р, Кф ф,, А 
它们 是 相互 正 交 的 ,这 样 ,就 找到 了 依 Г, m 25 12 НУ F {КН £ A 


3 一 工 _ — 
fu СФ PT pat Pst Pet PT Ps) 
Р = Св tp pt ф,+ ф,+ PTP +Ф,) 


3 _ | _ _ 
fs С A Ф„+Ф,+ @, * @, 06+ Ф; t Фу) 
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у 亦 会 得 到 上 面 
将 算 符 >) х (1,) P, 作用 于 ppop p, № = 1 Я] 
的 Ф. I i | 
D 大 5 是 三 维 表示 的 不 可 约 表 示 ,也 仅 出 现 一 次 ,所 以 可 用 
ЖАР Г, A£ 8 3853535549; 


4 


一 ) 
= 二 (gp +o, t Pp PT % Ф; Ф 
fu 56е, Ф, P3 4 


Е —ryr ы ) 
Е - @, t PTPP, t @; - Ф, 
7 一 (Ф, + Ф, P3 4 5 

V8 


-gp,- 9,) 
BSR ATP 9, t 9, 9, 9, Ф. Pg 
现在 u S aaa mima O mes D D 
与 上 面相 同 , 即 由 {G1 的 六 个 平面 波 组 成 Ku pai 
个 可 约 表示 ,可 约 化 为 D = T, DD, O TDP, .由 于 Га р "= 
не, 中 组 成 的 表示 D apa u ii на 
ганан инине , M 
来 找 出 O, 25 
由 ‚ HR. B) Г» ЮВ, J 
клен 然后 用 准 投影 算 符 Р? ЕШР |G) 的 平面 波 上 , 即 得 所 
Z ‚ A 
求 之 结果 . 
[1G,! 的 六 个 平面 波 是 


27 
1 2х ; __1 -名 


— 2 
a 


e 
P 一 Ф оо 一 Ф, Фоо V 
1 / / 
1 2к, — 1 o iy 
27 7 mgee Ф Pozo V V 
Р, Е Ф о2о V 
1 za , 1 22 
1—22 — __ — 
/ 一 一 еа p. Фу» y 
Ф. Фоо / V / 
JU à 用 9 
商 群 G(0)ZT(0) 的 陪 集 代 表 元 的 函数 变换 算 符 作用 于 


上 的 结果 (标准 原点 ) 列 于 下 表 . 
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特征 标 X” 


P, P, P, 


Р, 


群 元 序号 


2 


6 IC, 2 


5 


10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 


6 IC; 


8С, 


22 
23 
24 


25 


27 


28 


6С. 


29 


30 
31 


32 


33 
34 
35 
36 


6С» 
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5% ж 
群 元 序号 类 о 9 9 P эф, P RER 


37 4 -3 -2 1 -6 -5 
38 5 4 6 2 l 3 
39 6 5 4 3 2 l 
40 4 6 5 1 3 2 
41 8 IC, 6 4 5 3 1 2 0 
42 5 6 4 2 3 l 
43 6 -1 -2 3 -4 -5 
44 -2 -3 4 —5 -6 l 
45 -3 -1 5 -6 -4 2 
46 -2 6 -1 -5 3 一 4 
47 -3 4 -2 -6 1 -5 
48 5 -3 – 1 2 -6 -4 


下 面 分 别 求 出 按 Ts Do ДА Гү». Æ H Kt ЖИЕ ЕК. 

(1) Ts: 的 对 称 化 平面 波 ” 先 求 商 群 G(0)AT(0) 各 个 陪 集 代 
表 元 的 表示 矩阵 ,例如 求 Ds (L,). 由 于 在 这 里 论述 的 内 容 都 是 
针对 Ts 的 ,为 简单 起 见 ,将 此 脚 标 略 去 不 写 , 即 月 | f EK 及 ;分 
别 写作 户 、 户 及 f. 


1 
P =—P, (1+2+3-4+5+6+7-8) 
L.J, /8 L, 
1 
=—(—-4+3+2+1-8+7+6+5)= 
人 Л 
相似 地 有 
Pr f2= - f; 
Pi f35 — fs 
于 是 ， 
1 0 0 
Paav- -1 0 
() U -ił 
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# ЕЕ: 


ZIS 


用 相同 的 方法 可 求 得 其 它 元 的 了 2 的 表 


D = Фф — © 一 厂 1 1 a n 
O = O- >O © $ O å m- o Фф ш å e 一 


| D © -OW OO COO о чны о о 
с — — со о =ч — = — 


| | | 
[ [ || | || | || || || 
—— — assqa liku? — — — ae alla 
Ф =ч СУ cr < 十 у W [~ об 
= 一 — — —ч — 一 一 — 
мы “ы “ыы” — —— Y= —— ыы" “ы 
= = ы < К 心 -~ ~ ~) 


TT 
Сс O mO O mo åo oOo -ooo -o0 åO o O mm o © 
| | | | | | 
广 盖 一 一 下 O == Ф O — = 
о © m | | 
сә = Ф © = O> O O = — с OO mm 5 = O - 
о = 5 | | | 
=ч СО O- O Фф = © © э © СО 5 一 十 


= = oe о о | | | | | © — со © ч 


D(1) = 
D (2) 
р(3) 
р(4) 
р (5) 
D(6) 
D(7) 
D (8) = 
D(9) = 
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0 0 1 0 1 
р(19) = Е 0 pon] 0 Ü 
0 —1 0 —1 0 
0 -i1 0 0 
D(20) = [ 0 si D(23) = Е 0 
1 0 0 0 1 
0 0 -i -1 
D(21)= i 0 ] ooo-| 0 () 
0 —1 0 一 0 
р(п +24)= (лз) n=1,2,.…,24 


以 Ts 的 准 投影 算 符 , 作 用 于 {G1 的 平面 波 上 ,写作 
S D(L, Ppi = à fi 
L 
№ 1=1,;=1,2,4,5 时 得 
48 
X Ds (L,)u Pr е, = 0 
s=1 
但 当 1=1,i=3,6 时 得 
48 
2 Ds (L )nPi 9 = 4, + 46% 
s=1 


于 是 得 到 Fos 的 对 称 化 的 平面 流亡, = 万 (9 +) 


对 于 /=2 及 3, 又 得 到 另外 两 个 FP2s 的 对 称 化 平面 波 : 


3 


fo" 


l, , ; 
5 2+ @,) fa pt Ф) 


(2) TI» 的 对 称 化 平面 波 ”用 相似 的 方法 可 求 得 
ШИИНИН 
fe (Ф з Фа #57 РЬ) 
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(3) K Pi 的 对 称 化 平面 波 Tiz 是 个 二 维 表 示 ,但 仅 出 现 一 
次 , 故 可 用 特征 标 投影 算 符 作用 于 фр; БФ Г, Вр АЈ Е 
组 合 .这 些 函 数 不 一 定 正 交 ,需要 重新 组 合 后 才 可 得 到 正 交 归 一 化 
的 Tiy 89 35 РАЖ. 


1 ; ; ; , 
Ат =уб\-Ф,+Ф,+ Ф,—@,) 
1 РА F й й # й 
fr (91t Ptt pat 95 十 295 
至 此 从 14 TF popop onp RET AW 14 
个 对 称 化 平面 波 ,它们 分 别 是 属于 Г, 的 
1 - 1. — — — + — — — ) 
fu /8 Ф| Ф. Ф. Ф 4 Ф. Фе Ф. Ф. 
属于 了 的 
f -4e - Фф. = ф-—Ф-ф+ф to. to) 
п /8 Ф Ф, Фу Pa Ps Pe Ф; Pg 
ГА = -1 ( , + , + ;, _ й ⁄) 
п/е Pi 9? Ф: Ф, Ps Pe 
属于 Г,5, 


_ 1 _ _ 
И Ф, P3 PT Ps t p, T Ф7 Pa? 


3 


Ў = 


3 
记忆 Pi -pt p, to tP TPt Pt P) 


n tp,- pto, te,t e PtP) 


y 
fa” Ate: ФР <) 
R) Ф Ф) 
y 


fo (P+ Р.) 
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属于 ris 


4 _ S 
f 859) t 9, t ©» Pa Ps ©, P, tP?) 


4 _ 1 _ _ _ _ 
fa (P+, P, tP, Ф; PeT P: Pe) 


4 1 _ 
= (ФФ t p, t PT pst Р, PIT Pa) 


属于 Pir B 
або, 7) 
fa YR t P29 + Ф,+Ф,+2Ф6) 
ТЕТ B Hi ИН, н T ЖЛЕ РАЖ у (r) IP H ф Ж 
Fr, вр 

p) = ае, 
IRAE T BJ E ЖЕ РУ 7 БУЗА ЖЛЕ E Ж K ñE Е(к) н) AB 
方程 

|<jlH|i>-E(k)S;l] =0 

其 中 ， 


S;; = (е; едт 


Е фо 选取 平面 波 g,,…,g,,9,，"…,9 Ü MJ A RITARA É 

14 阶 的 .但 若 o; 是 对 称 化 的 平面 波 f,, 那 么 ,根据 基 函 数 的 正 交 

性 及 不 变 算 符 的 矩阵 元 定理 , 久 期 行列 式 就 变 成 块 状 对 角 的 了 .这 
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EF ‚Ж ЖЕЕ 14 阶 方程 的 问题 简化 为 求 几 个 低 阶 方程 的 问题 了 . 
对 于 了 点 ,可 具体 写 出 久 期 行列 式 的 块 状 对 角形 式 如 下 : 


1 2 2 3 3 3 y 3 3 2 rl2 
fu fi fi fu Рі f Лә fiz 13 fi fiz Рз fii 12 


1 
Ju 
2 
Ла 
> 
11 


3 
11 


3” 
fu 
3 
fi 


3 


Үн Ун 
УР Ун 
Уз yi 
Yi уз 
УЗ Yis 
yis Yi 
б\\ 
01, 
01: 
011 


12 
015 


12 
3 
Л\з 
3 
13 


fu 
fiz 
fu 


12 
11 
12 
12 


这 时 只 要 解 两 个 二 阶 方程 即 可 ,因为 

yl= 2 S y, 73 = y = уЗ, 

у? =y = їз, Уп = = YU 

与 了 点 的 情况 类 似 , 可 以 求 出 在 其 它 对 称 点 、 对 称 轴 上 的 对 
称 化 平面 流 ,在 此 不 一 一 叙述 了 . 

对 称 化 的 原子 轨道 性 组 合 !'! i 在 能 带 计算 中 , 紧 束缚 法 
利用 原子 波 函 数 的 线性 组 合 来 构成 晶体 电子 的 能 量 来 征 波 函 数 ， 
因此 ,此 法 又 称 原子 轨道 线性 组 合法 ,简称 LCAO 法 . 

我 们 先 考虑 由 一 种 原子 组 成 的 简单 晶 格 .在 这 种 情况 下 ,晶体 
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的 至 间 群 是 简单 空间 群 . 晶体 电子 能 量 本 征 波 函 数 是 这 样 来 构成 
的 :(1) 以 原子 波 函 数 p;(r 一 R,)(i 表示 不 同 的 原子 轨道 ) 形 成 
AN ТА ДП 


g (r) = N-2 SlexpGik + R,)ọ,(r - R, ) (6.10— 11) 
AP N 是 蝇 体 的 原 胞 数 , 求 和 遍及 所 有 的 格 矢 .可 以 证 明 oj; 是 布 
# ЖЖ РЕ. (2) АЯН ЛП wj; 作 为 基 了 薄 数 , 取 其 线性 组 合 构 成 电 
子 的 每 一 个 能 量 本 征 态 yj.(r) 

p (r) = 2 ag, (r) (6.10 — 12) 
以 特征 标 投影 算 符 


o> l p x | 
Р? = fy Y (IR (01) Pi Rio 


作用 于 布 洛 赫 和 式 (6.10 -11), 即 可 得 到 依 波 矢 群 Go(k) 的 不 可 
约 表示 D? 变换 的 对 称 化 原子 轨道 波 函 数 .车 |R10} 是 空间 群 G 
的 点 群 Go 中 的 一 个 转动 ,那么 ， 


1 
Piro p, (r) = N 2 У Vexp(ik ° R,)e;(R `r 一 R, ) 
R 
(6.10 13) 

设 格 和 撩 R WER, =R R, TE, 
exp(ik*R,)e;(R r- R,) 
=explik' R 'К,)Ф[В '(r- R/)] 
= exp(liRk: R,)Plrlol pi Tn) 

AP r =r-R, 

x| R|O ЖЕ Go(Kk) 的 一 个 元 时 , Rk= k+ G, ,所 以 ， 
exp(iRKk: R’ )}=exp(ik' R; ) 
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由 于 式 (6.10-13) 中 的 求 和 是 遍及 所 有 格 点 位 置 ,所 以 ， 
Pipio pu(r) = N 2 S lexp(ik ' R,)P ig oi @i (r, ) 


(6.10 — 14) 
式 中 的 г, fE o; @ P a ЕЛ Л Ж И r- R, 来 代替 .上 式 右 边 是 
由 原子 轨道 P irio p;(r;) 形 成 的 布 洛 赫 和 ,可 见 布 洛 赫 和 所 具有 
的 对 称 性 与 构成 它 的 原子 轨道 的 对 称 性 相同 .原子 轨道 总 可 以 用 
БЕ АЖАТ, ПИЕ АНА х,у, х, х^ ~ у‘, ЖН 
А.Х, ЖЬ F. 48 Xx КЕП) XF 1 Е. Il fli ‚ЖҮ 


Рікі ху = булу + b;yz + bzzz 
ЩІ] 
Р ро} Przy ír) 一 poker) 十 ba pp (r ) + b3 pkzz бг) 


具有 非 简单 空间 群 对 称 性 的 晶体 ,组 成 晶体 的 原子 可 以 不 目 
一 种 ,而且 , 有 的 原子 并 不 位 于 格 点 上 .如 金刚 石 结构 的 晶体 ,车 取 
内 部 坐标 原点 位 于 A 分 格子 的 原子 上 时 , 则 


ФАГ) = pn (r) 
Фыв(г) = wn(r— T) (6.10— 15) 
其 中 ,r= (1,1,1) 是 非 格 矢 平移 
由 第 j 个 分 格子 上 的 原子 的 第 т 个 轨道 波 函 数 m，(r) 组 成 
的 布 洛 赫 和 与 式 (6.10 一 11) 相 似 , 即 
(г) = №2 X exp(ik + К„)ф (т — R,) 
TEROA 代表 A 分 格子 或 BB 分 格子 ), 上 式 可 改写 成 


1 . . 
Q@km A ( г) — N 2eik°r Уе (А) (к — Кк.) 
Е 
(6.10 —16) 
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Ж КИ} EGC) ,以 其 相应 的 函数 变换 算 符 作用 于 上 式 , 有 
Piring, (r=N ZER en 
. DER ба базе a (Rr - Rt- R, ) 
取 满 足 R, =R R, 的 格 矢 , 代 人 上 式 并 整理 后 得 
Pia g; (r) = Ме OD emmyp URC = В] 
= N aeta D Y ERP rog, (r = t = R,) 


1< ц. | 
М? уе А.Р оф, От) =“ t = 0 Bf 
R 


— 


1. -1 
N zea 9 De P pl? Crn) “t= т 
R 
(6.10 17) 


式 中 r. = 二 rr 一 RR, .由 式 (6.10 一 17) 可 见 , 以 波 和 撩 群 G(K) 的 投影 算 
符 作 用 于 pi,a(r) 上 , 即 可 得 到 所 有 的 对 称 化 原子 轨道 线性 组 合 
波 函 数 . 


36.10.2 能 量 积 分 的 化 税 


用 紧 束缚 近似 计算 能 带 时 ,电子 波 函 数 用 布 洛 赫 和 展开 ,代入 
Җиң ЕЕЕ ЖОН ‚КИЕ ШИЕ РЕЛ Н, 5 


(prus Hoyu) = У\ек Е, (В,) (6.10- 18) 
其 中 
E,(R,) = |ф(г)” Hop(r- Е„)4г (6.10-19) 


称 为 能 量 积 分 .由 于 H 具有 空间 群 的 对 称 性 ,所 以 ,各 个 能 量 积分 
不 一 定 都 是 不 同 的 .事实 上 ,利用 群 论 方法 ,可 以 用 几 个 基本 的 积 
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分 将 所 需 的 全 部 能 量 积 分 表 出 .下 面 来 进行 这 项 工作 . 
先 考 虑 简单 空间 群 的 情况 ,将 式 (6.10 -19) 重 新 写成 


Eij(R,)= (9,, HP{Elg,19,) 


取 任 意 的 1R |0 € Go, H T P ро Н = HP ik io Ж P irio, BJ Z ЈЕ 
性 ,上 式 可 改写 成 


E;(R,) =(P irio p,» HP ieir |P irio g) (6.10— 20) 
由 于 
Pigporg@; (r) = DÈR) „Ф, (r) 
Pirol g(r) = ZD (R), p, (r) 
所 以 , 式 (6.10 一 20) 可 表 为 
E,(R,) = 2D(R)¿D (R) „Е,„(КВ,) 
其 中 En (RR,)= (ф„,НР\к|кк | Pm) (6.10 —21) 


利用 式 (6.10 -21) 就 可 以 找 出 各 能 量 积分 之 间 的 关系 ,例如 , 求 体 
心 立方 空间 群 ОЁ E. (R,)5 E.,(R,)K EE,.(R,) 之 间 的 关系 . 
JR R 为 反 演 算 符 {1|10| ,i=s,j= 二 x,R,=(a,0,0), 于 是 ， 


Piro ps(r)= e,(r) 
Piri pr(r)= — ф,(ғ) 
TIOR, = {I|l0i(a,0,0)=(—a,0,0) 


由 式 (6.10 一 21) 得 
Е.,(а ,0 ,0 ) 一 一 E.C Ш а,0,0) 


当 R 取 为 沿 空 间 对 角 线 转动 120 时 ,z 一 y FE, 
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Pie lo Pstr) = plr) 
Р. lo Pr (rT) = фу\г) 


3 


| Сзху« O} R, = ic3zx 10! (a,0,0)= (0,a ,0 ) 


所 以 E,,(a ,0,0) = E,,(0,a,0) 等 等 .用 完全 相同 的 方法 可 得 


FE (a ,0,0) = — Е..(-а,0,0) 
=E „(0,a ,0 ) = -E (0, Т а,0) 
= Е,.(0,0,а) = — Е„(0,0,—а) 


同时 可 以 证 明 其 它 的 12 个 能 量 积 分 为 零 .例如 , 取 R 为 {c,,10| 
ВГ ,15 Е,.(0,а,0) = -E (0,a 0) ,所 以 它们 只 能 为 零 . 如 果 只 
考虑 最 近邻 的 作用 , 则 哈密 顿 阜 阵 元 (pu , Ho, ) 就 可 简化 为 


(Фф, Не, ) = ехр(іќ·аі)Е, (a ,0,0) 
—exp[ik:( —ai)]E (2,0,0) 
= 2i sink aE.. (a ,0,0) 


其 它 的 哈密 顿 矩阵 元 亦 可 同样 简化 . 

为 了 能 更 具体 了 解 非 简单 空间 群 的 能 量 积分 如 何 简化 为 几 个 
基本 的 积分 ,我们 通过 下 面 的 例子 来 加 以 说 明 . 

例 用 紧 束缚 法 计算 硅 的 能 带 24 . 

半导体 硅 的 晶 格 具有 金刚 石 型 的 结构 , 硅 原子 分 属 A.B 两 个 
Яй Т.А ЧОЙ КАИ ТЕ A 分 格子 的 格 点 上 ,那么 , ga(r) = 


р„ (ғ), Фав(т) = pm(7 т), ДФ т а (а,а,а), т 表示 原子 
的 不 同 轨道 s,p,…. 布 洛 赫 和 是 


_1 . 
Pym, T?) = N 2 2 exp(ik ` Ro) Om; (r - В,) 


硅 原 子 有 四 个 价 电子 ,其 中 三 个 属 p 态 ,一 个 属 s 态 , 所 以 , 紧 束 缚 
ЖБ. Н) ЖЕРЕ Ж ЛУ ЖАШ ТОЛ: 
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gu (r) = №2 D exp(ik . Ror — R,) 

p (r) = N 2 S explik К,) Ф (r - R.) 
PM (7) = N 2 Dexplik ° R,)ẹg, (r = R.) 
pr (r) = м2 D explik . R,)g@ (r - R, ) 


1 
p (r) = N 2 2 explik e (R, + т)]ф„( г — R,- т) 


p, (r) м2 J explik (К, + г) 1, (r - R,- т) 
l 
e (r) = №? 2 explik (А, + т)1Ф„ (r - R, - t) 


1 
Pe (r) = N 2 2 exp[ik (Е, + r)]@ (r – R, — r) 


(6.10 22) 
式 中 之 表示 对 所 有 格 点 求 和 .和 久 期 方程 
де Н — ESo| =0 (6.10 — 23) 
Rp, W Ж ИЖ ЕЛ HIE 
H° = ре (г) Ag (r)dr 
= = > expl- ik • (R° — В) 1 
Габе = R Аре - Ro)dr (6.10-24) 


其 中 R, = R, + Ta RP. = R,, + Tg, 有 所以， 


R? К = R, - Ra + z, — T= R, + z, — т 
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于 是 ， 
ес – К)“ Но, (ғ – В, )ағ 
= Фб - R, – т,)“ Н, (г — Е, — Ts)dr 
= AG - R, - R, — т,)‘ Не (r — Rm — Ta)dr 
= BG — R, ~ т„)` Ho(r — Te)dr 
将 此 代 回 式 (6.10 -24) ,得 


1 
H} = Ñ | 2 expl- ik + (R, + z, = tg) 


R 


. [aC - R, – т.) Не (ғ — to)dr 
由 于 花 括 号 内 各 项 与 К„ 无 关 , 故 求 和 的 结果 等 于 N, RE, EA 
就 变 成 
H: = > expl- ik ` (R: — rp) 11б — Кү)‘ Ho(r — to)dr 


(6.10— 25) 
上 式 的 积分 只 有 当 原 子 轨道 波 函 数 相互 重 一部分 不 为 零 时 才 不 为 
零 .在 紧 东 缚 近似 中 认为 只 有 近邻 或 次 近邻 格 点 上 的 原子 轨道 波 
КЛЯ, Ц, У REX a 分 格子 的 近邻 或 次 近邻 求 和 即 


可 . 
久 期 行列 式 中 另 一 个 矩阵 元 是 重合 积分 SI, 


S = O gë (r)dr 
= г > expl — ik • (R° — в) g(r - R) (ғ – R? )dr 
Е.В 


经 过 适当 的 变换 (与 Н, 所 作 的 一 样 ) 后 ,得 
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S$ = > ехрИиК · (R, — ra)] | g(r - Ri) g(r — т„)йг 
R 


(6.10 — 26) 
fE Ж OA r l Н, AERE Еу <Ë K K ur ЯН Шш Ж. 
由 上 面 的 分 析 可 见 ,要 求解 久 期 方程 ,首先 要 计算 和 矩阵 元 Н? 
及 5 ,但 由 于 SR 与 HY 相似 且 计 算 比 HE 简单 ,所 以 ,关键 在 于 计 
算 中 ,由 式 (6.10 一 25) 看 到 ,计算 哈密 顿 和 矩阵 元 BY 的 核心 是 计 
算 能 量 积分 


for ш К)" Ho(r 一 Tg)dr 


一 般 说 来 ,这 个 积分 是 个 双 中 心 积 分 , 需 用 椭圆 坐标 来 计算 .但 在 
POR {Дн ,一 般 采 用 群 论 的 方法 将 众多 的 哈密 顿 矩阵 元 简化 
为 几 个 积分 ,然后 以 半 经 验 的 方法 得 到 各 能 量 积分 的 数值 ,从 而 得 
到 哈密 顿 和 矩阵 .在 这 里 ,我 们 只 讨论 哈密 顿 矩 阵 元 的 化 简 . 能 量 积 
分 如 何 求 等 问题 可 参考 有 关 资 料 '!4. 

(1) 考虑 同一 分 格子 的 原子 轨道 问 的 哈密 顿 和 矩阵 元 Hz 及 重 
BRD SY . 

由 式 (6.10 一 25) 得 


Hy = Dexplik + R,)| pr — R, = ta)" Нег — z,)dr 
R, 


| (6.10 27) 
若 只 考虑 最 近邻 的 作用 , 则 只 当 R,=0 时 ,HY* 才 不 为 零 , 这 是 因 
为 任何 R, * 0 的 同一 分 格子 上 的 原子 之 间 的 相互 作用 均 为 次 近 
邻 的 作用 .Ri =0 的 情况 是 同一 原子 上 不 同 轨道 之 间 的 矩阵 元 .于 
是 ， 


Hg = КС – t,)* Но, (ғ - t,)dr 


я] РД ЇЙ ЖА УУ, E ДЕТ ИР ин IK BJ pi ЖИЛ Н 与 孤立 原子 
401 ` 


的 哈密 顿 算 符 相 同 , 即 
H=H,, Hog; = Еф; (6.10 — 28) 


E, 是 第 i 个 原子 轨道 的 能 量 本 征 值 .利用 原子 轨道 的 正 交 归 一 
性 ,得 


Hi = ЕС -= Ta)" Ефд\т - т„)Чг = E;ë;; 
(6.10 — 29) 
Sp = | «(г — T)” фб(г— T ,)dr = д, 
于 是 ， 

НЕ-Е, Нр, =E,» 

Н = Ну, = Ну, =0, 


Ё i,j=z,y,z;a = А,В. 

(2) ЖШ A Н 2 16 T BJ PA 
Th ñ 18] АУ Ж EE (80 а == 0 
时 的 情况 ). 

A. 不 同 分 格子 的 原子 s 
态 间 的 矩阵 元 Hs . 

只 考虑 最 近邻 的 作用 , 则 
一 个 A 原子 的 周围 有 四 个 B 
原子 . 硅 将 坐标 原点 设 在 A Jn 
子 上 ,由 图 6.15 看 到 ,A 原子 
与 其 最 近邻 的 四 个 B 原子 之 


回 的 距离 分 别 是 
т1= 401 1,1), т.=5-(1,1,1), 
тз= 4-01,1,1), r= (1,1,1) 
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将 此 代入 式 (6.10 一 25) 得 


HB = УЈехр(- ik ЕР)|ф,(т — 9)" fip.(r)dr 
R 


і 


= ехр(— ik > е1) | p.r — тр)“ Ho.(r)dr 
+ expl- ik © т) | gr — r)'He,(r)dr 
+ expl- ik > r)|@,(r — ту)* Hp,(r)dr 
+ exp(- ik • г) |е. 一 T4) “Но,(ғ)ағ 


(6.10 30) 
金刚 石 结构 具有 了 和 群 的 对 称 性 ,在 ТАН ЛЕШ ЕЁ, ту. 
T). f, 及 t, 相互 变换 ,如 


C3rytl — T23 (3ryz72 一 TI3， C3ryzf3 Тү, Сз а 7 T4 
ТЕ Ta 群 的 其 它 群 元 作用 下 , 亦 有 类 似 的 变换 . 函数 pg。 具 有 球 对 称 
的 变换 性 质 , 所 以 ,在 械 , 群 的 作用 下 是 不 变 的 .晶体 的 哈密 顿 算 符 
Н 在 人工 : 群 的 作用 下 也 是 不 变 的 .矩阵 元 HH 了 是 一 标量 ,因此 ,在 
T 群 的 作用 下 也 是 不 变 的 .于 是 ， 


сз, „НВА = НВА (6.1031) 
为 简单 起 见 , 以 R; 代表 c3,, ,由 上 式 及 式 (6.10 一 30) 得 
HËA = exp(— ik ° ri) | pg.( Rs'r - 71)" Ho,(Rj!r)dr 
+ exp(— ik ` | Ф.(8517 一 т)‘ Ho,(R;!r)dr 
+ exp(— ik + тз) Ø (R3'r - r)" Hg,( Rs!r)dr 
+ expl- ik ` t4) | p(R5'r 一 r.) 'He,(R;!r)dr 
= exp(— ik + тз) | СЕ то)" Hg,(R3'r)dr 
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+ ехр(— ik ` гә)| (R5 (r - 73))* Ho (R3'r)dr 
+ exp(— ik + ту)| ф,(Ез!(г - r)" He,(R;!r)dr 
+ expl = ik © та) Ф.С (е - rO) Hg,(R;!r)dr 
= expl- ik + zi) |g,(r — 12)" Hg,(r)dr 
+ exp(— ik + т) | g(r — ту)” Fp,(r)dr 
t expl- ik + ту)| pr — r) 'He,(r)dr 
+ expl- ik © т) | pdr тц)" Hp,(r)dr 
将 上 式 最 后 的 结果 与 式 (6.10- 30) 比 较 , 得 
fotr - 71)* He,(r)dr = er - 7)* He,(r)dr 
= ЕС - rs)" He,(r)dr = Hy 
ЖЫ суду: ЕНЕ HBA 得 HBA ,与 上 面 的 计算 相似 ,得 
Je. - r,)" Ho,(r)dr = H, 
这 样 ， 
HËA= H lexp( – ik- t) +ехр( —1К*т,) 


+ exp( —1К* т) + ехр( —1К*т„)] 
=4H, fo(k) 
其 中 f,(k) = cos + k. cos + Rycos +k ~ 151П + kesin + ksin +Ë, 
B. B 分 格子 原子 的 p 态 与 A rE ҒАТ s 65218 ñ ЕЕ 
元 Hp Hp 及 Нр 
为 了 简便 ,以 zx、y、z ЗИК р, .р,-р,. 根据 表达 式 (6.10 
一 25) 得 
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HB" = Dj exp( — ik 。 r:)| e(r — т;)* He.(r)dr 
(6.10— 32) 
式 中 a 代表 工 、.y、z. 
矩阵 元 HAE T, 群 的 所 有 和 群 元 作用 下 是 不 变 的 ,但 在 其 表达 
式 中 的 ф„(г— т) 是 要 发 生变 化 的 .春玉 是 十 群 的 任意 群 元 , 则 
Ркф„(т— т) = ф, (В 1ге т) = ф, (В '(r- Rr;)) 
= Ррф,(ғ ) (6.10 - 33) 
其 中 =r 一 RrTi. 另 方面 ,由 式 (2.4 一 8) 得 


Pros(r) = 2;D(R) a plr) 


其 中 ,D(R) 是 全, 群 的 不 可 约 表 示 DII T, ) 的 表示 和 矩阵 . 
Ф К E: c>, , W 


| -1 0 0 

D(c;. ) = 0 -1 0 

0 0 1 

这 样 ， 

Рр, (ғ) = - ф, (ғ), Ребе) = -gp (r), 

Рро, (ғ) = Ф, (г ), 
而 ri=r— RrtI=r- 13, ro=r— RT =- T4, 
ra=r— Втз=г- t, ra=r— Кт ғ Т). 


由 нал = P。H 验 及 上 面 的 结果 ,得 
НВА = exp(- ik ` 1) | g(r – тр)“ He,(r)dr 
+ ехр( — ik °` г) g(r — т)‘ Но.(ғ)ағ 


+ exp( — ik ` 3) | pr - т) Ho,(r)dr 
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+ exp( — К. ta)| g(r — T4) Ho.(r)dr 

= expl- ik + r.) | - pr = t3)" Hg,(r)dr 
+ exp(— ik • г.) 一 р, (r 一 r.) He.(r)dr 
+ exp(— ik + zs) | — ф„(т — т)" He,(r)dr 
+ expl- ik + t4)| - ф„(т— ro) ° Hg,(r)dr 


(6.10 — 34) 
Ф Hali) = |g,(r — z)" Bg,(r)dr 


由 式 (6.10 一 34)48 
H,,(3)= - H,.(1), H..(4)= - H,,(2) 
同样 ,利用 HI = P. Ну His = P, Hzs, 可 以 得 到 
H,.(1)= - H,,(3), H,.(4) = - H,,(2) 
及 
H,.(1)=H,.(3),  H,,(4)=H,,(2) 
Ti 群 的 元 c,, 在 不 可 约 表 示 D° 中 的 表示 和 矩阵 是 


1 0 0 
Р(с›„) = 0 -1 0 
0 一 1 


P. ф„(т)=ф„(т), Р, pr )= - @,Cr ) 
P. ф„(т)= -e,(r ) 
ri =r- c Tir T), 
r2> 一 六 一 C7 82 一 了 一 T1， 
r3 二 六 一 C2z83 二 六 一 74， 
r 4 一 六 一 CT4 一 让 一 人 3. 
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P, HS = exp(— ik ° r) |@, (r - zo)" fps(r)dr 
+ expl- ik © то) g(r — ту)” Hp.(r)dr 
+ exp( — ik · гз) фаб — т) Hos(r)dr 
+ exp(— ik = та) galr — тз)" Aps(r)dr = H 
于 是 ， 
H..(2)= H,.(1), 万 (3) = H,.(4). 
与 上 面 的 结果 日 ,,(2) = — H,,(4), H,.(3) = - H,,(1)5 6 8 3, 
就 得 到 
H..(1) = H,.(2)= - H..(3)= - H.,.(4) (6.10—35) 
这 样 ， 


H? = H,.(1)[exp( —1К+ тү) +ехр( —1Ё бт) 一 exp( 一 这 73) 
—exp( 一 过 T4) 
=4H,,(1)f (k) (6.10 — 36) 
其 中 fi(k) = cos F ksin -g kysin Ç ke — i sin у Ё„сов J ES 4 ke 
利用 P. Hys = Hys 得 
- H,(2) = Н„(1), - H,.(4) = Н,.(3), 
与 前 面 得 到 的 
Н,.(1) = - Н„\3), H,.(2)= — Н„„(4) 
结合 起 来 , 即 得 
H,.(1)= - R,.(2)= - Н,„(3) = Н,,(4) (6.10 37) 
由 此 得 到 
HÂ = H,.(1)[exp( —ik:rí)- exp( -ik 'т„)—ехр( 1 ra) 
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+ exp( —ik*T4)| 


=4H,.(1) fakk) (6.10— 38) 
其 中 f.(k)= -sin 4 k. cos kysin +Ë. + 1COS + kesin kyoos +k. 


由 于 P. H,,(1)= Н„(2) = H,.(1), 所 以 式 (6.10 - 38) TRH 
НЗ =4H,.(1)f2(k) (6.10— 39) 
利用 P. Н = Н; ,得 
- H..(2)= H,.(1), —Н„(4)=Н„(3) 
前 面 已 得 到 H..(1)= Н,.(3), И, 
H..(1) = - H,.(2)= H,.(3) = - Н,,(4) (6.10 — 40) 
由 此 得 
НВА = H,.(1)[exp( -ik* t1) – ехр( —ik:'r,)+exp( —ik:rs) 


- ехр( —ik:r4)] 
=4H,.(1) fs(k) 


-an Lp an а ar inns E ap Ái £ 
其 中 f,( k) = sn д = 8In 4 4908 д £z 1COS д z COS д R sn 4 = 


由 于 Р, H,.(1) = H..(3)= -Hs(1), 所 以 得 
НВА = -4H,(1)fs(k) (6.10 —41) 


C_B 分 格子 原子 的 s 态 与 .A 分 格子 原子 的 p 态 之 间 的 哈密 
фи рес НВА, Ж о 代表 pip, K р,. 

以 空间 群 ОТ BG | I| +t} 作用 于 金刚 石 唱 格 时 ,B 分 格子 的 
原子 变换 到 A 分 格子 的 相应 位 置 上 ,部 A 一 B,B 一 A, 同 时 ， 
Pa Pro Py T Py Pe T Р,. | 

由 式 (6.10 一 35) 及 (6.10 一 36), 有 


HPA=4H,.(1)/,(k)= -4H,.(4)f1(k) 
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РН = -4P [LE (4) PK) 
一 一 4| | — @,(r + t + t,)* Hol- r+ r)dr |fi(- k) 
HF r=-r rtrt =r, r+tr=-r-vu R fii- k)= 
fik)’ ,这 样 ， 
Pirs HS = 47306)" |e,(r)* Be (r + ra)dr 
= ҢАР 
而 НВА = (HAB)* = ал) | е. + ro) 'Ho,(r)dr 
= 4f(k)|e,(r)' g(r т) ат 
上 面 最 后 一 步 是 利用 了 哈密 顿 算 符 H KEX HARHAA p . Ф. 
是 实 函 数 的 性 质 . 令 r+ri=r,r=r – та, LADER 
нъ = ау) plr - ta)” Agrar’ 
=4H,.(4)f1(k)= -4Н, (1) РСК) (6.10 42) 
同 理 可 得 
НВА = -4H,.(1)f;.(k) (6.10 43) 
Ны = —4H,,(1)fs( k) (6.10 — 44) 
D.B 分 格子 原子 的 p 态 与 A 分 格子 的 p 态 之 间 的 矩阵 元 
Н ,其 中 a,P=xX,y,z. 
首先 考虑 a = B 时 的 情况 ， 
HeA = > exp(-— ik : DAG 一 ri) ”Hop (r)dr 
= 2; exp( — ik © z. )H,, (i) (6.10 —45) 
其 中 Hali) = [ебе — 5) "Hp(r)dr .分 别 以 Ts 群 的 元 cx、 
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ca 及 cz 作用 于 HBA 后 , 即 可 得 
Н(1) = R,,(2)= H,,(3) = H,,(4) 
Ви ca ЕНТ Нох, 118 
Ha (i) = Hi (1) 
于 是 ， 
НВА = НА = Hy; 
= 4н, (1) [ехр(- ik- t1) + ехр( - ik* t2) + ехр( -ік'тз) 
+ ехр( ~ ік т) ] 
=4Н,,(1) fo(k) (6.10 — 46) 
ма + ВЕ, ABEE HA НУ На. H (6.10 — 
25) ,得 
HË = Hews glr – t;)* Ho,(r)dr 


— Уен, y(i) (6.10 47) 


ЕФ, H,,(i) = (е. (т — 7;)* Ho,(r)dr. 
T, 群 的 群 元 со, соу со, Ж D4 中 的 表示 和 矩阵 分 别 为 


1 0 0 -10 0 
0 -1 0|, р(с,)= 10 1 0j, 
0 0 -1 0 0 -1 


_ 1 0 0 
D(c,,)= 0 -1 0 
0 0 1 


以 с, 作用 于 HBA 得 ”再 (1) = Н,,(3), Hs,(2)= H,,(4). 
以 cs_ 作 用 于 HS 得 H,(1)= - Н,(2), Н.,(3) = - Н,,(4). 
于 是 ， 
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Ю(с›.„) 一 


H,,(1) = - H,,(2)= H,,(3)= — H,,(4) 
这 样 ， 
НВА = H,,(1)[e tr -е + eTit ете} 
=4Н,,(1) fs(k) (6.10 — 48) 
由 式 (6.10 一 25), 有 


НВА = Хет "H(i) 


以 со. EAF НУВ H, (1) = - H, (3), Н, (2) = - H, (4). 
以 со. RT НМВ H, (1) = H, (2), Н, (3) = H, (4). 
于 是 ， 


Hy = Hp (1)le trite Kr еті еті", ] 
=4H,.(1) fi(k) 
由 于 P Hy(1)= Hay(1), 而 Pe。 Нуё= НУ, ТИ, 
H” =4H (1) (0) (6.10 — 49) 
同 理 可 得 
Hi: = 4HR,,(1)f,(k) (6.10 — 50) 
现在 考虑 矩阵 元 НВА HR НВА, р 25 [Н ОТНУ GI I| r] 
分 别 作 用 于 HZS HBAR НВА , Bpo 48 
Н» = 4H,,(1)fs(k) 


Ну =4H,,(1) fi(k) (6.10— 51) 
Н =4H,,(1)f,(k) 


HK(6.10-—31).(6.10—36).(6.10—39).(6.10-41)—(6.10 – 

44)、(6.10 一 46)、(6.10 —48)—(6.10 — S$0) 知 ,只 要 求 得 矩阵 元 

HoH) Ha (DAR H,,(1) ,就 可 求 得 全 部 哈密 顿 矩 阵 元 . 表 
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6.17 列 出 了 哈密 顿 矩 阵 的 矩阵 元 . 
表 6.17 PEHEE 


0 p^ po p^ Фф" Ф?» p” 
4Н fo 0 0 0 4НЬЛ 4H,.f; 4H,sf3 
p” AH- fo E. — 4H,. f. -4H..f; _ 4H.. f3 0 0 0 
ф“ 0 -4Hft E, 0 0 4Hafò АН]; АН. 
Ф| 0 -4H f3 0 E, 0 4H,fí: 4H,fo 4H,,fi 
ф^* 0 本 4H,.fs 0 0 E, 4H,,f; 4H,,f 4Н,, fo 
op АН Л, 0 4H fo 4H,, f; 4H,, ўз E, 0 0 
p” АН, Р 0 4H;, Ўз 4H fo 4H,, fi 0 E, 0 
g”? 4H, Ўз 0 4H,, fa 4H,, fi 4Н,, fo 0 0 E, 


求 研 点 的 电子 能 级 .在 厂 点 &=0,fo=1,fi= fo = fs - 0. 
时 ,哈密 顿 矩 阵 变 成 为 块 状 对 角 的 形式 , 即 


p™ p™ pBz o% p?” DA: ФВ" 

Ф E. АН 0 0 0 0 0 0 
Фё | 4Ha Е, 0 0 0 0 0 0 
g^ 0 0 E, 4H.,. 0 0 0 0 
р" 0 0 4H,. E, 0 Ü Ü Ü) 
ф^> 0 0 0 0 E, 4H. 0 0 
p”? 0 Ü 0 0 4H E, 0 0 
p^ 0 0 0 0 0 ) Е, 4H. 
p” 0 0 0 0 0 0 4H. E, 


EARI S, 只 有 对 角 元 不 为 零 , 所 以 求 晶体 电子 的 能 量 本 征 值 问 
题 就 是 解 四 个 2x2 的 矩阵 问题 ,而 p 态 波 函 数 之 间 的 三 个 矩阵 则 
是 相同 的 ,这 样 ,实际 上 只 要 解 二 个 2x2 和 矩阵 即 可 .其 中 s 态 矩阵 
的 久 期 方程 是 


Е.-Е АН, 
4H, E-E 


解 此 方程 ,得 
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(Е,- E) = 16Hš, 
EZE =E. +4|H..| (6.10 — 52) 
式 中 E; 代表 s 带 的 电子 能 量 本 征 值 ,FE, 是 孤立 原子 s 轨道 电子 的 
能 量 本 征 值 .相应 于 能 量 本 征 值 El 的 本 征 态 是 o5 wo 到 的 线性 
HS: 
ps = ар + Бр 
系数 a b 满足 下 面 的 方程 


\ (Е.- Е. )a+4H.b=0 


ERRA НН Y РА 六 的 球 对 称 性 以 及 势能 V 为 负 , 因 
而 积分 互 。 为 负 的 事实 .由 上 式 得 到 与 能 量 本 征 值 E. 对 应 的 本 征 
态 分 别 是 


t l; As_ Bs 
Ps 万 (9 Фф) 
(6.10 — 53) 
Ps 一 万 
2 对 应 于 高 能 态 (能 量 本 征 值 为 E. +4 Hl), m ос 则 对 应 于 能 
量 本 征 值 为 EF, 一 4| 昌 ,| 的 低能 态 .在 T, 群 群 元 的 作用 下 ,pe。 不 
变 , 在 空间 群 Os 的 群 元 作用 下 亦 不 变 , 所 以 о, 具有 Г, 的 对 称 
性 .而 gi 在 Ti 群 作 用 下 不 变 ,以 空间 群 Oi 的 群 元 11|z| 作 用 之 则 
变 为 ~ gp!, 故 具有 不 可 约 表示 Г, 的 对 称 性 . 
p 态 的 三 个 哈密 顿 矩 阵 都 是 相同 的 ,和 久 期 方程 均 为 


E-E АН 


TL 


4H, E-E 


P 


(o™+ фр?) 


413 


这 表明 能 量 本 征 值 是 三 重 简 并 的 .与 s 态 时 相似 ,本 征 值 为 
E; =E, +4|[H,. | (6.10 — 54) 
相应 的 本 征 态 是 
pp =ag™ + Ьф?? 
这 里 p 代表 p. p, 及 p,. 系数 ab 所 满足 的 方程 为 
(E. - Ер )a +4H,b = 0 
于 是 ， 


其 中 
H,, = ЕС 一 ту)“ Ho, (r)dr 


H T ps 与 最 近邻 的 pa ТЕ Ж Š X Ж ЕШ J. ,而 势能 为 负 , 所 以 ， 
Н. >0. 这样， 


b\ _ 
а) *! 
与 高 能 态 相应 的 本 征 波 函数 为 
t= l („Ар + (ВР 6.10-5 
Pp 万 (9 to ) ( 5) 


与 本 征 值 为 E, -4l Ha | B5 SB 45 DV B) ШЕ 2 К РА E 

- _ 1 

Pp /5 

在 点 群 Te 及 空间 群 Ot 的 作用 下 ,pit 按 xz、y、z 变换 , 即 pl 具有 不 

HJ ZJ 3 7 Tsh) АЖЕ. fE Sa B$ Ta 作用 下 ,gp Ж ух 变换 ,而 
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(o°? — ф°Р) (6.10 — 56) 


在 空间 群 Of 的 群 元 11 作用 下 ,py 的 变换 是 按 zx 、y、z 变换 后 
再 变 一 个 符号 ,这 是 不 可 约 表 示 ГУ WIA ЎЕШ. 

求 A 轴 上 的 电子 能 级 . 取 k. 轴 为 A, WM, X А = А, =0, F 
ДЕ, 


a 


fo = cos 4 k. 


这 样 ,A, #H_F BJ B S ЛЕ ШЖ 6.18 所 示 . 
3 6.18 A, 轴 上 的 哈密 顿 和 矩阵 


p™ фр“ g p°” ph OY e p™ 
“| E, 4H.fo 0 -4Н 0 0 0 0 
с | АН. E, -4Н fi 0 0 I 0 0 
“| 0 4н. E, 4H 0 0 0 0 
o” 4H,.f, 0 4H,,fo E, 0 Ü 0 0 
oY| 0 0 0 0 FE, 4Hefo 0 -4H,/ 
| 0 0 0 0 4H,,fo E, 4Н„/, 0 
ФА" 0 0 0 0 0 АН Л, Е, 4H,, Јо 
Ф| 0 0 0 0  4Hyfi 0 4н. E 


从 表 中 可 见 ,8 x 8 的 矩阵 现在 分 裂 为 两 个 4x4 的 和 矩阵 ,利用 群 论 
的 方法 可 以 进一步 将 4x4 的 和 矩阵 简化 . 

A, 的 波 矢 群 是 C4, 群 ,共有 五 个 不 可 约 表示 :其 中 AnA, 
及 As 是 一 维 的 ;45 是 二 维 的 .经 过 计算 得 到 以 pg 个 о ол 
p “为 基 的 表示 可 约 化 为 2A;+24; ,由 以 p, gp oR oH 
基 的 表示 可 约 化 为 2A;. 属 不 可 约 表示 A, 的 2X2 久 期 行列 式 为 


E+4Hfo—-E —4H,. f. 
4H..f, E +4H,fa-E| 
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其 解 为 


Е: = (Е, 4H< fo E, АН, е) 
1 
= (Е, +АН, „ў — E, -4H, fo) + 64Н f. |° 
(6.10 – 57) 
ЖН ЛУ АА ЛЕ РА R 
” С /7 ф p 
(6.10— 58) 
l z z 
= (р + p” ) 
解 属 不 可 约 表示 Д, 的 久 期 方程 
E. -4H..f o Е АН, _ 
-4Н.,.ј1 E, -4H,.f y - E 
得 解 
- E. +4H. ғ)? + AHI f 1° 
(6.10 — 59) 
相应 的 本 征 态 为 
] s 
Р (реф), 
(6.10 — 60) 


解 属 不 可 约 表示 As 的 2x2 久 期 行列 式 后 得 


Е = E, + ү 16Hš 2+16Н2 |1 (6.10 — 61) 
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将 各 哈密 顿 积分 的 值 代 入 后 , 即 可 求 得 厂 点 及 A 轴 上 的 能 
级 . 


х] Ай 


1. 试 确定 简单 立方 晶体 的 布 里 渊 区 中 ,下列 各 点 、 轴 的 波 矢 群 (要求 写 
出 各 群 的 群 元 ):a)R,，b)X,c)M,d)4A 及 e)4. 各 点 . 轴 的 位 置 见 图 6.11. 图 
为 简单 立方 品格 布 里 渊 区 中 各 对 称 点 、 对 称 轴 的 位 置 图 . 

2. 若 包含 一 个 确定 的 波 矢 大 的 群 是 波 矢 群 天 ,证 明 : 与 波 矢 大 在 同一 波 
矢 星 中 的 任意 波 矢 k 的 波 矢 群 也 是 KK. 

3. fE Ik l> sr Ж ГНР,ГНМ 及 
TNP 上 任意 点 的 波 矢 群 , 写 出 其 群 元 ,并 与 课 
文中 给 出 的 作 比 较 . 

4. 试 求 问题 上 及 3 中 各 点 的 波 矢 星 . 

5. 设 二 维和 矩形 格子 的 原 胞 基 矢 为 a, = aí, 
a, = bj ,二 维 矩 形 格子 的 空间 群 是 简单 空间 群 . 
试 求 布 里 渊 区 边界 Z 点 的 空间 群 的 不 可 约 表 
示 .( 提 示 : 先 求 出 这 二 维 矩 形 格 子 空间 群 的 点 
群 , 然 后 求 Z 点 的 波 矢 群 .) 

6. 求 金 刚 石 结构 的 空间 群 在 布 里 渊 区 中 
各 对 称 点 、 对 称 轴 的 波 矢 群 及 波 矢 星 . 图 6.16 

7. 试 求 出 二 维 正 方 格子 空间 群 在 Г.У К 
M 之 间 的 相 容 性 关系 ,以 及 在 了 Z 及 X 之 间 的 相 容 性 关系 . 

8. 简单 立方 晶 格 的 对 称 群 是 简单 空间 群 Or , 试 写 出 : 

(1) 对 称 化 平面 波 ; 

(2)k 出 研 点 沿 [111| 方 同 到 R 点 的 相 容 性 关系 ; 

(3) 定性 画 出 近 自 由 电子 模型 下 的 能 带 图 . 
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ДОЛИНЕ 


57.1 力 定 阵 及 其 本 征 矢 


W iu k H N 个 原 胞 构成 ,每 个 原 胞 内 有 s 个 不 等 价 的 原子 ， 
Вр Жн Ns 个 原子 组 成 .在 第 /个 原 胞 内 的 第 & 种 原子 的 平衡 
位 置 用 re(1 ,&) 表 示 , 且 


r)(1,k)= В, + р, (7.1-1) 
其 中 
R;,=lia;, + 1а, + las 
是 第 ! 个 原 胞 的 原点 的 位 矢 , 称 为 格 矢 . 

r, =k ia + Аа + kaa 0<k<1, k=1,2,.…,s. 
是 原 胞 内 第 种 原子 相对 于 第 7 个 原 胞 的 原点 的 位 矢 . 当 存 在 热 
振动 时 ,原子 的 瞬时 位 置 用 (7 ,&) 表 示 , 且 

r(l,k)=r°(l,k)+u(l,k) (7.1-2) 


其 中 ,u(l1, 上 ) 表 示 原 子 偏离 平衡 位 置 的 任意 位 移 ( 亦 称 振动 位 
移 ) ,这 是 个 随时 间 变 化 的 量 , 是 唱 格 动力 学 问题 中 的 一 个 基本 变 
R. 
力 常数 ”晶体 的 势能 V 是 原子 瞬时 位 置 r(L,&) 的 函数 , 磊 
原子 的 任意 位 移 w(i,&) 很 小 , 则 在 简 谐 近似 下 , ин IK BJ З Bb nj ИД 
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写成 
ú 1 l [17 M 
Y = Vot3 D Dul, е) (7.1-3) 
AP Vo 代表 晶体 在 平衡 状态 下 的 势能 ,Vv 是 个 常数 , 亦 可 取 作 
3; | 


А m ú 32 v 

я) 1 F yl. 0 )- 
И " i G) i 

称 为 力 常 数 . 它 代 表 第 /个 原 胞 中 的 第 k 种 原子 党 8 方向 位 移 单 


位 距离 时 ,对 第 ! 个 原 胞 中 的 第 & 种 原子 的 作用 力 在 a 方向 上 的 
分 量 . 在 式 (7.1- 3) 中 ,微分 的 顺序 并 不 影响 微分 的 结果 ,所 以 ， 


Ф K" j=s 
рр" fa 


ЕН + ña Ж Ж Н)? Ж EE ña Ж Ж a t A НЗ ИЕ, NA, 
ña ЖЭНЕ + 2 # ЖЕ ЖЕ, Ж EL T E] ТӨЛ Н. ЕШ J PF 4 ARERI, 
因此 ， 


[l 
7.1—4 
а) 71-4 


l-l 11-1 [1 
Ф, =o, , 7.1-5 
| k | |) “ | 
式 中 
p> rt) 32 V 
“В =: 
l-i /一 
pl 
k 
[ 


取 /=/,ЩҖ(7.1—5)1% 


1-1 0 IU À 
Dal |= ol |= ol | (7.1 —6) 
k Б. k k kk 


[1 
上 式 表明 , 力 常数 Dal, MLELA = R, Ri 有 关 , 与 


原 胞 的 其 体位 置 无 关 . 
晶体 的 对 称 操 作 使 晶体 自身 重合 ,所 以 ， 


或 


КЕЕН ЄС,С 为 晶体 的 对 称 性 群 . 以 Pw ,作用 于 位 移 矢 量 
u | | 时 ,该 矢量 必然 被 转动 并 变换 到 其 等 价 原子 的 位 置 , 


| L Jl 
panali] ж) a|) олса 
其 中 = Ку+т 
АЕ IC- Rtr)=R (R; - Ку) + R (r, + t) 
= Ку тр R, + Ru t ry (7.1- 76) 
上 式 最 后 一 个 等 式 中 
rk = Ru t ry 
其 中 Ru 可 能 为 零 ,k 与 上 是 同类 原子 ,m 是 在 原 胞 工 + M 内 第 
6 种 原子 的 位 矢 . 式 (7.1 74) 中 的 RR =н аш R 的 和 了 
元 ,满足 正 交 性 关系 . 
由 于 晶体 努 能 是 原子 振动 位 移 的 随 数 ,所 以 , 既 可 表 为 式 (7.1 
-3) 那 样 ,又 可 与 成 如 下 式 那 样 取 Vo=0 
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其 中 


[1 32 ф | [1 
„| = = 2| | 
k k ow fiagi]! k k 
将 式 (7.1-7) 代 和 人 V 的 表达 式 , 求 和 遍及 上 L ,К 及 L ,K ,得 


1 [, [1 Г 
v= 3 D D Druri |p Pol, p Rare (g 


Ë 
L k ,B 
У н | Укыу. кь |е) 
— Ио R $, ‚Ке, lu ， 
У Duly 2 ба k k ® K 
K| e elk) 
> из Dya ‚ш t, 

2 D Уу) G“ KK A K 


于 是 ， 


这 就 是 力 常 数 在 蚀 体 对 称 操作 下 的 变换 定律 , 它 可 以 用 来 确定 独 
立 的 力 常数 的 数目 -2 
运动 方程 及 其 解 ”品格 振动 的 动能 可 由 振动 位 移 表 出 , 即 


1 ONY 
T = Em) 
AP т, 是 第 上 类 原子 的 质量 .利用 拉 格 朗 日 方程 ,我 们 得 到 


TARE A Мај (7.1 —9) 


e Nkk РА 
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这 是 3 Ns ТЭ Bl 85 88 6 ffe sh Jy E. AT AEREA Ж, 51 


和 人 和约 化 位 移 
[ d 
А j=, т.) | (7.1 — 10) 
k k 
以 及 
D Wu HA (7.1-11) 
28 рр’ т тту aß kk’ РЧ 


Ее 
由 和 矩阵 元 p.) 和 成 的 矩阵 称 为 力 逢 阵 , 这 是 一 个 实 的 对 
ЖӨБ ‚РШ EA JEKE ME. 


! { | 
КИСТЕ 
b k 


这 样 ,运动 方程 (7.1 ~ 9) 就 变 成 
_ |. + Ур, („+ 0 (7.1- 12) 


k) ra ЛЕВАДА 
方程 的 可 解 条 件 是 久 期 行列 式 为 零 , 即 


1 
Doe) Bedir dan =@ (7.1—13) 


由 式 (7.1-13) 可 解 出 3Ns 8 02,7 =1,2,…,3Ns. 对 于 每 一 个 
本 征 值 wy ,可 从 方程 (7.1- 12) 求 出 其 相应 的 本 征 矢 e 的 3Ns 个 
яве |р) ят язя о, 的 简 正 模 时 ,原来 位 
|, | 的 原子 的 约 化 位 移 在 。 方向 的 分 量 的 幅 信 就 是 ,| i); 


БУЕ 688. 
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l 
k 


方程 (7.1- 12) 亦 可 用 和 矩阵 的 形式 表示 为 
De = w'e | (7.1-14a) 


这 就 是 力矩 阵 D 的 本 征 方程 .对 应 于 频率 为 w BJ D 的 本 征 方 程 
Ж 


De = we, (7.1 — 146) 


J J) 


由 于 力矩 阵 是 实 的 、 非 负 的 厄 米 矩 阵 , 所 以 ,其 本 征 值 w? 亦 应 为 
KAGEM ЖЕ Ж e 是 实 的 、 正 交 归 一 化 的 , 即 


| ] | ü 
| | = à, ， (7.1 — 15) 
2 P J Je n J 7 
[| r | 
Sel, ы. і |= O. .807 r Òk, k (7.1 —16) 


ШЖ w? 51, 重 简 并 的 , 即 对 于 同一 个 本 征 值 wo; ,存在 L + 
线性 无 关 的 本 征 天 ej ，…: 06р э" ‚е, ЖБ ЕЛ Ж 


De, = wie; (7.1-17) 
这 时 , 正 交 性 关系 就 表 为 
{| LI, | 

22е, р Јо Ea b Јо 一 буу бо, 

及 
{| L | 
>| jo sl , і, |= 0. pOL, r Òk, k (7.1- 18) 
je \Ё k 


我 们 用 3Ns 个 本 征 矢 构成 一 个 3Ns x 3Ns HEEE, H rh £T 
H j, 标记 , 则 用 kia 标记 ,E 和 矩阵 的 形式 为 
‚ 423 > 


(7.1 — 19) 
H T À f. X AE: SE BU W ЕЕ Ж FE X 8 BJ КЕ, И, ЖЕЕ E 的 行 与 
列 都 构成 正 交 矢量 , 即 E 是 正 交 短 阵 ,因而 有 


E !=E (7.1 — 20) 
利用 上 式 及 式 (7.1- 17) ,我 们 得 
E 'DE=A 
其 中 


A= | 0 wi (7.1—21) 
2 
2. 


Ж ҖЕ {Н BJ 4) AERE. EER A 中 DD 的 本 征 值 都 出 现 , 出 现 的 次 
数 与 其 简 并 度 相 同 . | 
以 晶体 的 对 称 操作 P s ER T K(7.1 — 17) 89 W u 8 


[Piri DP ig Рве = «Ріки е, (7.1 —22) 


由 于 力 和 矩阵 D 是 描述 晶体 物理 性 质 的 张 量 , 所 以 ,在 对 称 操作 的 
作用 下 是 不 变 的 , 即 
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Pjrin DPir = D (7.1 — 23) 
Di irine = wjP Rie; 


上 式 表明 ,被 变换 的 本 征 矢 Pirene Я B: D 的 本 征 值 为 w? 


的 本 征 矢 .已 知 wi 是 2 重 简 并 的 ,只 有 ¿ + kE X K BJ # ñF R 
le; | ,01 所 以 ,PiRladei 就 可 展开 为 1e; | 的 线性 组 合 , 即 


Pirae, 一 2, DI (ÍR | 11) 26, (7.1 — 24) 


下 标 ; 表明 式 中 的 本 征 矢 是 相应 于 本 征 值 wi 的 .DZ 是 晶体 的 对 
称 性 群 G 的 不 可 约 表示 .上 式 表 明 ,wi 的 简 并 本 征 矢 荷 载 了 晶体 
对 称 性 群 G 的 不 可 约 表 示 . 换 句 话说 ,力矩 阵 D 的 本 征 矢 都 是 依 
对 称 性 群 G 的 不 可 约 表 示 变 换 的 .在 第 六 章 我 们 已 经 知道 ,空间 
群 的 不 可 约 表 示 的 基 函 数 都 是 布 洛 赫 函数 ,所 以 ,本 征 矢 e; JK 
具有 布 洛 赫 矢 量 的 性 质 .因此 ,我 们 可 以 通过 选择 正确 的 线性 组 合 
而 使 e; Fi hit bk < E H) PE ph. 


j 
前 面 已 经 指出 了 本 征 撩 6 的 分 量 | ， p | 的 物理 意义 , 它 与 


原子 的 平衡 位 置 R,+ г, 有 关 . 在 对 称 操作 作用 下 ,其 变换 规律 如 
2<(7.1- 7), 80 


i L 
Piene, ja) Уве к 
上 式 给 出 了 本 征 和 天 各 分 量 之 间 的 相互 关系 . 

简 正 坐标 及 其 变换 性 质 如 同 在 讨论 分 子 振 动 时 那样 ,我们 
引入 一 个 新 的 坐标 dj? 


je) (7.1 —25) 


BAN (7.1 —26) 
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利用 正 交 性 关系 武 (7.1_ 18) ,可 以 从 上 式 得 到 
l fil 
An У Del, 


式 中 的 新 坐标 q; 称 为 简 正 坐标 . 它 是 个 随时 间 变 化 的 量 . q, 可 以 
看 作 是 位 移 矢量 W ERER e 上 的 投影 .上 式 可 重新 写成 为 


і, |а, (7.1 27а) 


W = еф, (7.1- 27Ь) 
取 上 式 对 时 间 的 导数 ,得 I 
W = Deg 
这 样 , 晶 格 振动 的 动能 就 可 表 为 
T = +W-W = +> (7.1 — 28) 


由 式 (7.1-3) 可 将 晶体 势能 写成 


V = ифи = + WDW (7.1—29) 


上 式 最 后 一 步 用 了 式 (7.1 一 10) 及 (7.1 一 11). 以 式 (7.1 一 27) 代 入 
式 (7.1 一 17) 及 (7.1 一 29), 分 别 得 


V = > ЭС (7.1— 30) 


1 ， 
r La; + 979, (7.1 —31) 


° 426 · 


运动 方程 为 
q; + оја) = 0 | (7.1 — 32) 


其 中 j=1,2,…;p =1,…,1. 上 面 的 方程 描述 的 是 简 谐 运动 ,对 
应 于 频率 为 w 的 振动 ,就 存在 一 个 简 正 坐标 q (2), В 


sin wt 
g, (1) = g, o 


COS шї 


这 样 一 个 振动 称 为 一 个 简 正 模 . 当前 体 激 发 了 一 个 简 正 模 时 , H = 
(7.1 一 10) 及 (7.1 一 27) 得 到 原子 的 振动 位 移 为 


sin wt 
А 


COS t 


¿ 1 |, 
|): Vm 
这 表明 晶体 中 的 每 个 原子 都 以 频率 o 作 简 谐 振动 ,原子 振动 位 移 
的 幅 值 由 本 征 矢 6 的 分 量 决定 .但 是 ,一 般 情况 下 晶体 不 可 能 只 
激发 一 个 简 正 模 . ,这 时 原子 的 任意 位 移 就 由 各 简 正 模 的 线性 释 加 
来 表述 . 
以 晶体 的 对 称 操作 作用 于 约 化 位 移 W 上 ,其 结果 可 用 两 种 
方式 来 表述 : 


Pir W = де, Р к1219, (7.1 — 33) 
即 被 转动 的 物理 矢量 用 未 转动 的 本 征 矢 来 表述 , 式 中 的 Румас, 
WELA Pir W ERER е 上 的 分 量 . 

Ріки» 一 2 LP mule; 19, (7.1 — 34) 


这 是 以 被 转动 的 本 征 矢 Р\ки е; 来 表述 已 Ri W, 式 中 的 qg 3 
(7.1 一 27) 中 的 相同 . 
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FI3K(7.1-7).(7.1-10).(7.1 -27) K IX (7.1 —25)í5 
! L L 
Раа. |, | Ук) У Уве А7 
B јо 


К 
l 
一 UP irinte b 


这 是 式 (7.1 一 34) 的 分 量 表 达 式 .以 РЕНЕ K (7.1 - 27) 0 


两 边 ,得 
P ri W |, |- 21е, ИІ 


| 乘 以 上 式 后 HL k a 求 和 ,利用 本 征 矢 的 正 交 性 以 及 
式 (7.1-35)、(7.1-25) ,得 


[| l 
Рун, 一 Eel, Jo Ра, (| 


ia J, (7.1 — 35) 


„Р IR I| G, 


i 
де 
„| 


L l 
= 22 0 M" ое ү je J; 
L 
= DD Do, Ве p z o 
l L|, 
РИН" АКА 
= XD (IR |ti) 6,59 (7.1 —36) 


上 起 最 后 _“ 步 是 从 式 (7 1 一 24) 与 式 (7.1 一 25) 的 比较 中 得 到 的 . 
将 式 (7.1 一 24) 写 成 分 量 的 形式 , 即 

| 

П А 


Ар >D (IR | ЛТА 
上 式 左 边 以 式 (7.1 一 25) 代 入 ,并 利用 正 交 性 关系 式 (7.1 一 18), 上 


式 可 与 成 
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{ 
P үру ёд b 


E 
Jo 一 Ea 
f ё.да А=1 k 


j PPOR Dye 
= ЭР, | Da Уе, 


М) 
” JEn 

Jo p à 
i 


= SDR | E} ròsa = D (ÍR | ti); 


А = 1 


这 就 是 所 要 证 明 的 关系 式 . 将 式 (7.1 一 36) 重 新 写 出 


У |, 


ik, a, д k 


tj. 
p |? 


| L 
Je Kgep K 


P p 


式 中 Di( RI) 是 晶体 对 称 群 G 的 不 可 约 表示 .上 式 表明 , 简 正 
坐标 9 是 依 空间 群 G 的 不 可 约 表示 变换 的 ,因此 ,其 本 征 值 о? 
的 简 并 度 是 由 群 G 的 不 可 约 表示 的 维 数 确定 的 . 


$7.2 动力 学 答 阵 及 其 本 征 舌 "5 


要 研究 有 Ns 个 原子 的 晶 格 振动 问题 ,在 简 谐 近似 下 ,就 是 求 
解 力 矩阵 D 的 本 征 值 及 本 征 矢 的 问题 .力矩 阵 D 是 3Ns 维 的 ,而 
N 是 个 异常 大 的 数字 ,所 以 ,直接 求解 方程 式 (7.1-14) 是 个 极 难 
处 理 的 问题 .但 利用 唱 格 的 平移 对 称 性 ,可 以 使 问题 变 得 易于 解 
z. 

D(aq) 的 本 征 方程 式 (7.1 一 5) 表 明 , 力 常数 具有 平移 不 变 
性 ,因此 ,方程 (7.1 一 9) 在 平移 算 符 作 用 下 不 变 .这 就 要 求 方程 的 


解 .| ,| 依 平移 群 的 不 可 约 表示 变换 , 即 


l a, l 
Ра |= 4 网 


AP q 是 布 里 渊 区 中 可 取 的 波 矢 . 另 一 方面 
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I\ i-L 
P IEIR | tt Ь — И, П 


令 R,=0 K R,= 一 Rj, 从 上 面 两 式 得 到 


(еен 0) (7.2—1) 


上 式 表明 ,在 不 同 原 胞 内 同 种 原子 的 振动 位 移 不 是 相互 无 关 , 而 是 
按 特定 的 相位 ero“: 变化 的 . 因此 ,我 们 可 设 方程 (7.19) 的 特 解 
为 


“1.1 L Iw, q) (7.2-2) 


Ё / m, N 
将 此 代 人 运动 方程 (7.1 一 9) 后 ,根据 式 (7.1 一 6) 将 力 常数 表 为 


оа) 
aß k k’ of р 


其 中 R, = R, 一 Ri .以 e “RR 乘 所 得 到 的 方程 ,再 对 R, 求 和 即 得 


q 


W.(k | q) + >p, | A. W t 14) = 0 (7.2-3) 
kf 


式 中 


q 1 А | ig- 
D, ,| 三 Ф, je CR, (7.2-4 
la | т 20 И 


由 这 些 和 矩阵 元 组 成 的 矩阵 D(q ) 是 35 维 的 , 称 为 动力 学 矩阵 .由 
A (7.2 — 4) 8 th , X 4" YE Pk A i JJ W ЖОШ: Ф 作 傅 利 叶 变换 而 得 


PJ HI JEK HE РЕ, Вр 
q |_ q 、 
Dal p Dal io | 


D(q)= D(q)!= D(q) * (7.2-5) 
以 W (#|а)=е„(Е1\дц)е°\@!! (7.2-6) 
代入 方程 (7.2 一 3), 得 
-golh I а) + Урд) = 0 
а O \kk 
(7.2-7) 
ERE 35 个 变量 的 耦合 方程 .本 征 值 w 由 久 期 方程 


= Ü 


(] 
决定 . D(y) 是 3s 维 的 矩阵 ,所 以 ,对 于 固定 的 g, 可 得 到 35 个 实 
的 w*(g17),j7=1,2,…,3s. 每 一 个 w*:(qg1;) 代 入 式 (7.2 一 7) 后 ， 
可 得 到 3; таз. S| етаж 46% НЕЕ 
Ј Ј 


于 固定 的 g ,存在 3; 个 振动 模式 ,q 在 布 里 洲 区 的 可 取 值 共有 NN 
个 ,所 以 ,由 Ns 个 原子 组 成 的 晶体 共有 ЗМ 个 振动 模式 .每 个 振 
动 模式 称 为 简 正 振动 模 或 格 波 ,9 是 格 波 的 波 矢 . 格 波 ( 声 子 ) 的 色 
ХЖ o(ql;)— q 称 为 晶 格 振动 谱 . 

对 于 固定 的 q 及 j, 方 程 (7.2 一 7) 可 与 成 


>p. [ (к |%)- w (q PAGH 
F,R J 1 
或 写成 矩阵 的 形式 


p(a)e[?]=e%(qle[%) (7.2-8) 
J J 
如 果 本 征 值 mw“(qg1;) 是 1, 重 简 并 的 , 则 上 式 变 成 
рса)? |= (aliel) | (7.2 —9) 
J, J, 
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ЖФА =1,2,… 1, H 


式 中 的 每 个 本 征 矢 e| "| 代 表 品 格 振 动 的 一 个 简 正 模式 ,表明 在 


振动 频率 为 w(qg|7) 的 这 种 振动 模式 中 各 原子 振动 位 移 的 方位 . 
H FJ J) Se FEE D49) 是 尼 米 的 ,所 以 ,其 本 征 天 可 选择 为 正 
交 的 , 即 


q 
y j= б; ддд 
К 


1 |- Ò ap kk (7.2 — 10) 
ЈА 


у (к |") 


利用 本 征 矢 的 各 个 分 量 , 我 们 构造 一 个 3s x 3s 维 的 矩阵 
E(q) | 


„(< afi 3 
q q 
E(q) = 211 ?| СЕ 3$ 
q q 
Ж EE Е(4) ZÉ IE B, В 
E(q) !=Е(4)'= E(g)’ (7.2-11) 
由 上 式 及 式 (7.2- 9).(7.2 一 10) ,得 | 
E(q) !D(q)E(q)= A(q) ` (7.2 — 12) 
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其 中 
w (ql|1) 0 0 
А(д)= | w (ql1) . 0 
| 0 0 ИСІ, 


(7.2- 13) 
在 A(q) 中 ,本 征 值 出 现 的 次 数 与 其 简 并 度 相 同 . 


D (9) 及 | ”| 的 变换 性 质 方程 (7.2 - 8) 的 复 的 本 征 矢 
J 


(4) зво _14) 的 实 的 本 征 矢 e 之 间 的 关系 为 
J 


|! ?= зе" “е, i] (7.2-14) 

Ей у 
||. 一 1 ig-R | N — 

|, j|- у 24 е, {Ё ; (7.2—15) 


以 平移 算 符 Рук 1 作用 于 式 (7.2-14) ,得 


k 


q\ 1 -iq'R p 
Рале 9 ]= лу 22 Рк е. | 


is. 1-1 |. 
= Уеа) , j) 
р 1 pp li- 
= e 1q R, — e ig (R, R.) | ] 
722 р T 
J (7.2 —16) 
; | 


上 式 表明 ЯС x зт HJ fi ЖШ. 
|1) 
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H + 


Pieri Piria = Pirin PlElR RI 


以 上 式 两 边 分 别 作 用 于 a 9) , 关 利 用 式 (7.2- 16), 得 
J 


q 
Рыка, $ |= Paris ae, [1 Ó) 
J 


] 
J 
ОН (7.2 — 17) 
J | 
上 式 表 明 Раме h ERRA н 的 布 洛 赫 矢 量 . 


以 算 符 PiRizi 作 用 于 式 (7.2- 14) ,得 


q 1 l 
Pin ИП . j= — e {Ар r | 
| j у 24 IR! | Ex Ь 
1 | 0 
= —— Je TRP pn Pip | 
= КІТ [Е е 


1 
= — j (7.2— 18) 


一 人 
一 | -16:К R, 
P nie N д 


_. 0 
一 e TURP, р 

тз Е| RR | ке. | 
根据 式 (7.1 一 29 ) ,有 


.) 0 
j= Ув) (7.2 — 19) 


其 中 к= R r, -R lr,K 5k [ЖЖ Z UR(7.2- 19) 
入 式 (7.2 一 18) 得 


i] 


0 
Раме, 


q 1 | 0 
Pir aele j= 一 一 CORP рр R 
| F у 24 де |E | RR,! aß ÊB K 
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(7.2 — 20) 


以 算 符 Pigi,! 作 用 于 方程 (7.2 一 9), 得 


_ q . q 
Pinin DC) Piha Рае" |= eal Panel | (7.2-21) 
À 


令 


D'(q)=Pir a D(q)P к (7.2 — 22) 
将 式 (7.2-- 4) 重 新 写成 


о) | 
AEEk’ /mm Akh 


1 0 
= DI (IE i- RI)* Pip °, | | 
`/ р) (| | Её k k 
1 () 
= ———=———Рїф, | J (7.2—23) 
м уь», В Ё Ё 


其 中 


ма-а, ү] Фуу) 
IE] - R! aB Ь hb af b k 


Ре = Уу ре(1Е1- R})” Pier) (7.2 — 24) 


ГЕТ- Ж, | 
1 是 平移 群 了 的 不 可 约 表示 , 故 
DY (IE|] -R,.1)* =e Tr 
将 式 (7.2 一 23) 用 算 符 形式 表 出 
р(а)= PM-i@(0M- 2 (7.2-25) 


矩阵 M -去 由 对 角 的 质量 矩阵 M 的 元 的 平方 根 的 倒数 构成 ,M 的 
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Ж РЕ 20 5 


Ми 一 т,б, Ok Gu в 
aB 


将 以 上 结果 代入 式 (7.2 一 22), 48 
D'(q) = Рүкү, PM 2Ф(0)М IP A, (7.2—26) 
上 式 中 的 算 符 P ia PI 可 由 式 (7.2 一 24) 得 


Pirin Pt = >, р(1Е |- Rii)” Pirin Pier) 


El- R| 
一 >; e CR Pieire PIR 
IEI-R,! | 
5 
RR, = Ryn, 
则 
R, =R К, 
于 是 ， 
Piri Р = >, eTEN Pier Руа 
IEI- В, | 
= PP р. (7.2 — 27) 


1 ] 
D'(q) = Р“Р ir M 2@(0)M 2Рт а 


由 于 P kr a e k BJ ЖЕЕ E ‚ВТУ ‚ЖЕЛЕ B Ik q T HT fE НЛ) 
的 矩阵 Ó 在 其 变换 下 是 不 变 的 .所 以 ,上 式 变 成 


D '(q)= D(Rq) (7.2 — 28) 
以 此 结果 代 回 式 (7.2- 21) ,得 


q q 
DCR9)Piaiae |= walDPinnel (7.2 — 29) 
A À 
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其 中 Ранее ERRA Rq 的 本 征 矢 . 另 一 方面 , 波 矢 为 Rg 的 
动力 学 矩阵 的 本 征 方程 应 为 
р(к)е| 8) (ка) | (7.2 30) 
ЈА ЈА 
Ш 24(7.2— 29) 124 (7.2 — 30) ,得 
w (q|j,)= o (Rqlj,) (7.2 - 31) 


AF RE G, G, 是 空间 群 G Н. H E sÑ nj 3 , ни к У 
电子 能 带 ( 谱 ) 一 样 ,都 具有 Go 的 对 称 性 .在 考虑 了 时 间 反 演 对 称 
性 后 ,同样 得 到 

w (q|j,) = walja) 


这 样 , 当 我 们 求 得 (41у), K aj JK (7.2 一 31) 求 得 
w (Rg|j,), 从 而 减少 数值 计算 量 . 
如 果 |RITtIEG(g), 则 Ка 54 等 价 , 于 是 ， 


Pig D(q)P (gir = D(q) 


qY ,| q 
(Рк e| j=。 («Рае | (7.2 - 32) 
ЈА J, 


上 式 表明 Раме“ É D(a) 的 本 征 值 为 olal DHEER. Я 
| А 
此 ， 


ЖОНЕ SYDs(|R | Due 人 | (7.2— 33) 


=l H 


上 式 给 出 了 简 并 的 本 征 矢 之 间 的 关系 ,其 中 DIERRE G ( q ) BJ 
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不 可 约 表 示 . 所 以 ,D(g) 的 本 征 矢 依 波 和 拓 群 ( q ) 的 不 可 约 表示 
变换 .由 于 本 征 矢 是 布 洛 赫 矢量 ,所 以 ,以 本 征 矢 为 基 的 G(g ) 的 
不 可 约 表 示 是 关 涉 表示 . 

本 征 矢 的 确定 ”为 了 确定 本 征 矢 依 波 矢 群 G(q ) 的 哪些 不 可 
约 表示 变换 ,我 们 考虑 1RITriEG(g) 时 的 式 (7.2 一 20). 式 中 


R 
人 
J J 


rk=R 'r -R 't=Rytry (7.2 — 34) 


„(к 


其 中 


AF R. 可 为 等 .rw 是 原 胞 内 k& 类 原子 的 位 天 ,k 与 & 是 同类 


ET. 
q „1Ч 
| Kau | | 
J J 


= DEI- кок (7.2-35) 


|= евз rL 


上 式 最 后 一 步 应 用 了 式 (7.2 一 14). 利 用 上 面 的 结果 , 式 (7.2 — 20) 
就 可 写成 | 

{ 

J 


(7.2 — 36) 


Pas (4|®)= SRD (Í E | 一 к.) 
8 


上 式 给 出 了 同一 个 本 征 矢 e 人 9] 的 各 个 不 同 分 重 之 间 的 一 般 关 


系 . 对 于 同一 个 了 ,这 些 分 量 共 有 35 4", BH SOHRE 1,2,3; 
J 
&R=1,2,…，,5. 将 上 式 与 成 矩阵 的 形式 , 即 


Plate( = рее) (7.2— 37) 
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其 中 iRirti 是 G(q) 的 任意 元 ,因此 ,D* 是 汉 天 群 G(g) 的 一 个 表 
示 ,其 矩阵 元 可 由 式 (7.2 一 36) 给 出 ， 


ре(1К| т! ) ak a = К.Р“ ( Е-Е), (7.2 38) 
其 中 


、 -1 М ry 满足 式 (7.2 一 34) 时 ， 
10 Же. 


由 此 看 出 ,D* 是 由 转动 矩阵 R 及 置换 矩阵 P НЕША, В 
阵 P 的 矩阵 元 为 


P, = DI(IE | - R. | òy (7.2— 39) 
其 中 Rw 由 式 (7.2 一 34) 给 出 .于 是 ， 
(De(|R|r]))a a = R.P, (7.2 — 40) 


由 式 (7.2 一 38) 很 容易 得 到 р 的 特征 标 ， 


X (IR! +!) = > D%( В ті), = > > R et д 


@,Ё 


= > + (1 + 2cosg )e Ёё, (7.2— 41) 


式 中 9 代表 转动 R 的 转角 , 正 负 号 则 分 别 相 应 于 正当 转动 与 非 正 
当 转 动 , Rw 由 式 (7.2 一 34) 给 出 . 
以 式 (7.2 一 37) 代 入 式 (7.,2 一 32), 得 


DCg)DrCIRIrbel \- 220415) (181) y [° | 
А А 

-De(CIRIrl)D(9je 人 | 
上 式 最 后 一 步 利用 了 式 (7.2 -9) .由 上 式 得 到 


Р(ад)р#“(|Е|т})=р#(|Е|т}) (д) 
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FƏAKXIEAROPIRI7IC G(q)BR , Fr A, ЕД 
D(q)D% = D%D( q) (7.2 ~ 42) 
以 式 (7.2-11) 给 出 的 矩阵 五 (9g) 对 上 式 进 行 变 换 , 考 虑 到 式 
(7,2 一 12) 后 ,得 
A(q)E(q) "DY*FE(g) 
=E(q) !D%#E(q)A(q) (7.2 — 43а) 
5 
Е(4) 'D#E(q)=D* 
上 式 变 成 
A(q)D% = D%A(q) (7.2 — 43b) 
其 中 4(9g) 由 式 (7.2- 13) 给 出 .考虑 到 o (q |) ТЕ, n] Ж 
A(g) 重 新 写成 
o (qila 0 


() w (gq|2)1o, 
А(4) = É 


w (alj) To; 
(7.2 — 44) 
RP D Ж ДУҢ БЕ, L 是 wz(g17) 的 简 并 度 .由 于 每 一 个 
元 |RIrT| 的 表示 和 矩阵 Dr (|RIT|) 都 与 同一 个 块 对 角 的 矩阵 A(gq) 


对 易 ,所 以 ,每 一 个 D”*(|RIiT|) 都 有 形 如 式 (7.2 一 44) 的 A(q) 的 
块 对 角形 式 , Bp 


D% = ES (7.2—45) 
: pY ... 
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式 中 每 一 个 子 和 矩阵 D), ре, --- D5 ,… ,都 是 非 零 的 矩阵 ,分 别 为 
ZL1XL 15 X la, ea L; 六 /,… 的 矩阵 ,它们 分 别 对 应 于 本 征 值 
o2(0g11),o2(0g12)，,o2(0917)…. 由 式 (7.2 一 43) 知 


o2(g17)10D2 = D%o2(q| j); 


即 DY 与 单位 矩阵 的 常数 倍 对 易 ,根据 舒 尔 引 理 , DY 是 不 可 约 表 
示 . 因 此 ,D% 是 相应 于 本 征 值 为 wz(917) 的 波 矢 群 G(9) 的 不 可 约 


表示 ,也 就 是 (7.2- 33) 式 中 以 本 征 矢 4 人 ERREEN 
À 


ARI. 
综 上 所 述 ,对 于 一 定 的 波 矢 q ,通过 约 化 波 矢 群 G ( q ) 的 表示 


Dr , 即 可 确定 D(g) 的 本 征 和 e| ”| 分 属 哪 个 不 可 约 表 示 ро. ре 
J 


ñ IERE H (7.2 — 41) H , DY Bj F fE pR E E NI BJ , РТИ, DY 
的 约 化 是 很 容 多 的 

为 了 求 出 依 波 矢 群 G(g) 的 不 可 约 表示 D9 变 换 的 本 征 矢 ,我 
们 给 每 个 原子 建立 一 个 直角 坐标 系 , 各 坐标 系 相 应 的 轴 互 相 平行 . 


Í 
每 个 原子 都 引 和 人 三 个 沿 坐 标 轴 的 单位 幅 值 的 位 移 Е, |“ =1, 


2,3;1 1, N; k= 1,2,- s. 以 投影 算 符 P2 作 用 于 上 ож 
B Ik Н #] ЖЕ лк ЗЕ B ЛЕ РО ВЈ ТЕ Sr ,这 就 是 本 征 天 . 


由 特征 标 投影 算 符 的 定义 式 (2.7- 11) 知 ,不 可 约 表 示 ре 的 
投影 算 符 为 


IR t| 
ҖИРЕ €C G(q),t= Ry + т. {б а) BERAR Go( q ) 的 阶 ， 
Ng (q) Wk Kt С(9) ИТ. 
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pog, (= (el (7.2 — 47) 


这 就 是 本 征 矢 e| 《的 ok 分 量 式 (7.2 -46) 中 
J 
Xo (Ri t)" = Хе ів та), = OP (ЕТ RVR I zÀ 


= = DY | кү); DYR | +|)¿, 
由 于 ps 是 G(g) 的 不 可 约 关 涉 表示 ,所 以 ， 
DI(JE| Rul) ý =е Pn р®({Е|0}),, =e 0,,, 
代入 上 式 后 得 
XR 141) = er Уу > DIORI TI), 


= Ёк y” (|R ртр)“ (7.2 — 48) 


l L 
Раа) Ук) (7.2 — 49) 
其 中 R; + ГК 满足 (7.1 一 75) 式 ,有 即 


R =R (Е-Е), rk= Ryt+re 
由 上 式 得 
Rx. = R,— КЁ, 


以 式 (7.2 一 48) 代 入 式 (7.2 -46) 后 ,再 代 人 式 (7.2 — 47) ,并 考虑 
到 式 (7.2 一 49), 得 


d _ 1 а 19-Е, g; x L 
1)" Neola) 22 2 2 х (CRIT Rasés к) 
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其 中 R. =R, +Ru. 于是， 


Чү _ iq'(R - RR. ) 
Череи то asa 


к 


Віті R 
-BE 22 2e eTR e iR TR, y” (IR т)" 
р L + M 
Ка k | 
ED е кесу (Ri r: Ra , J 
IRIT! R, 
cig R, ор 
= маса), 2 24° Ru y” (IR | T| ) Re 人 10 
(7.2 — 50) 
今 
| l 
Š (k q) = Уе |, (7.2—51) 


(7.2 — 50) u] R 


L 
а? > X КЕ: т)" P ipi «18, (А9) (7.2 — 52) 


在 上 式 中 ,由 于 因子 ее & 对 结果 的 对 称 性 没有 什么 k IJ , 故 可 将 
其 略 去 , 式 中 的 求 和 只 取 G(g) 对 平移 群 的 陪 集 代表 元 .上 式 最 后 
一 步 用 了 下 面 的 关系 式 ， 


Piringa (kq) = er УЕ, 8069) (7.2 — 53) 
P 


这 个 式 子 可 以 这 样 来 证 明 : | 
取 式 (7.2- 49) 中 的 平移 矢量 上 =T, 式 的 两 边 同 乘 以 e ©К, 
后 对 所 有 格 矢 R, 求 和 ,于 是 , 式 (7,2 一 49) 的 左边 为 


q eq" R, Е 
| СК X ”({R | Ti)” e't” “Ro t (kq) 


J | RI r! 
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| i 
УР e erg) Pipis! £ (kq) (7.2— 54) 
右边 为 


2 R e RE М 
8 ü "IK 


R, 


式 中 К, =R 'R.,rk = Ru + r . 


A 
Ri +t Ru = Rr 
о, н ЛИ 27 
| L+M > [ 
рума). рмен) 
R B Ё R. В Ё 
L r 
| | [7 | , 
—- T Ry ER е || 一 eq: Ry 2 R.A (k q ) 
(7.2 — 55) 
这 样 ， 


P iriri a (А9) = е 4`#м ЭХ? 
8 


式 (7.2 一 53) 得 证 . 

利用 式 (7.2-S2) 就 可 以 不 必 解 动力 学 方程 , 仅 由 晶体 的 对 称 
性 来 确定 振动 的 模式 .例如 ,对 于 金刚 石 结构 的 晶体 ,在 了 点 处 ， 
Ж 也; 变换 的 三 个 本 征 矢 为 


E (1,T)+E (2,T), a=z,y,z 


上 式 表明 ,在 同一 个 原 胞 内 的 两 个 原子 的 振动 位 移 方向 一 致 ,所 
以 ,是 声学 波 .在 P 点 的 声学 模 频率 为 零 , 即 o (Г) = 0. 依 Ps 
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变换 的 三 个 本 征 矢 为 
&(1,Г)—8&„(2,Г), a=z,y,z 
即 同一 原 胞 中 的 两 个 原子 的 振动 位 移 反 向 ,所 以 ,这 是 光学 模 . 
同样 可 以 得 到 在 布 里 渊 区 的 Xi = (1,0,0) 及 L i= (1,1, 


1) 的 简 正 振 动 模 的 本 征 矢 .如 属 ХО? ДЕ | Е, НХ 点 
光学 模 和 声学 模 简 并 在 一 起 ; 依 X3) 变 换 的 本 征 矢 , 分 别 为 EC, 
Х,) + (2, X1) К ё,(1,Х,) + 6&,(2,X1), 是 二 度 简 并 的 横向 声 
学 模 ; 依 X' 变换 的 两 个 本 征 矢 为 ECG, Xi) - &,(2, Х,) Ж 
<.(1,Xi)- 上 (2,Xi), 这 是 二 度 简 并 的 横向 光学 模 . 属 工 3 -的 
是 二 度 简 并 的 横向 光学 模 ; 属 LO 的 是 横向 声学 模 ; 属 LD, Н 
是 纵向 声学 模 ; 属 二 …- 的 是 纵向 光学 模 ( 对 于 钳 及 硅 则 为 LO 是 
纵向 光学 模 ,L'*- 是 纵向 声学 模 ). 如 何 得 出 上 述 结 论 的 详细 过 
程 ,可 参看 有 关 资 料 : 2 


复 简 正 坐标 我 们 引入 一 套 复 简 正 坐标 集 Q | ?| ,将 式 
J 
(7.2-2) 中 的 W (k | ) 表 示 为 


其 逆 为 


а(*\- e ШИИ (7.2—57) 
J Б.а Jj 
为 了 得 到 以 Q | ”为 变量 的 运动 方程, 首先 要 得 到 以 Q| "| 
J J 
为 变量 的 唱 体 的 哈密 顿 量 . 为 此 以 式 (7.2 一 56) 代 入 式 (7.2 — 2) 


后 ,再 代入 式 (7.1 一 3), 以 求 得 VV 的 表达 式 
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1 1 q q 
1 ае) 
2 > > 2 = | J 


I l Í A | 
Pal Jefe 1 jl kasus 
k k J J 


令 К, = К, – К, ,并 利用 式 (7.2 一 4) 及 


Е.В 


利用 式 (7.2 一 8), 上 式 变 成 


ЖЕРРИ 


k, Q j+) 


利用 式 (7.2 一 10) 的 正 交 性 关系 ,上 式 变 成 


V = > >,ow2(g a Q|] ol | 
J J 


q j J 
zk (7.2 — 56) Е] lB] Ж F ,得 


+ 


J 


W,(k | q) = AL MIN (7.2 — 59) 
j=l J 
以 此 代 人 动能 的 表达 式 


T = D W.(k l q)” W.(k iq) 


#,а 
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-414356(") ó|") (7.2-60) 


j J J 
是 ,哈密 顿 量 为 
H = T+ V= > > IH al w (q 13) 
o ("| Q [°] (7.2 — 61) 
J J 
运动 方程 为 
a(t] +20109 )=о (7.2 — 62) 
其 解 为 
о| = Qs ено (7.2 — 63) 
J J Г 


式 中 a|" | 与 时 间 无 关 可 见 ,对 应 于 每 一 个 频率 olg lM 


E- -个 简 正 坐标 Q| |o A. 
以 式 (7.2-S$6) 代 人 式 (7.2 一 2) ,得 到 原子 的 振动 位 移 为 


1-1] —1 iq: R, [ 1 | iM 7.2— 64 
(a TaN 22 2° 6011905, 7,2-6) 
上 式 考 虑 了 本 征 矢 是 简 并 的 情况 . 
以 平移 算 符 Piglg,1 作 用 于 上 式 , 可 以 得 到 两 种 表述 , 即 
/ qY (4 
Рун, )5 == ле" KOLS [ HOH 


(7.2- 65) 
或 
447° 


Н 


(7.2 — 66) 


l 
Piri | \= — уе" Ме |, 
` Ё V р? 


由 式 (7.2- 16) 知 


Ж 


4 as 1 | 
Jo jo 


以 此 代 人 式 (7.2-65) 的 右边 ,由 于 式 (7.2-6S) 及 式 (7.2 一 66) 左 
边 相等 ,所 以 右边 亦 应 相等 ,因而 得 到 


Pia Q|? |=е њо | 
jo һи? 
-DCEIRsDal | (7.2-67) 

р 

上 式 表明 Q| ERRA q MARK R 


以 P |E|R, 作用 于 Pia Q| JE 由 于 


Рів Pire Рк Р EIR R 
TE, 


q q 
Ра [Pirina] | | |= Pirin Pizie anal | | 
jo jo 
=e wm [Pana( || (7.2—68) 


上 式 表 明 Pia Q| |» Rq ККИ. 
ШЖ КЇТЄ G(k), 以 Pi ЕН K(7.2 - 57) ,得 


q ， 
Pia Q| |- >e [ 
Jp kn 
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q 
f Piei W. | q) (7.2 — 69) 
i 


由 式 (7.2 一 2) 得 


т | i 
W.(k | q) = A| TAD EE u 


于 是 ， 


. | | 1 
Piris Й. (А | q) =A па Ye жараан, [|| (7.2 — 70) 
由 式 (7.1 一 7a) 得 , 当 £= тв, 


LY L 
Pi Riri Uo = 2,К, | 
ане 2 PB\ K 


Wii R, = R ІВ,, г = R (+ т) = Ву + гу 


т КЕС L 
Pig W, (Ë | q) = N дуе R a а 
ЖҮ. | | 
l 
ZN E >, еее uR ‚|, в 
N Атк 


Уер „(А | q 386 
Pek” 


q q 
>, е "керы ./ ol, js 
j > J o 


В.3.р k. 
DI (E| 一 Rui)=e ШЕ? 


1 


将 上 式 代 回 式 (7.2 一 69), 且 以 


代入 ,得 


ЖЕНЕ 2 ue 1С 


ksa, В} р. 


"рее 1- RuD) 


q 
у; \о[* ja 
jol Ne 


° Rag “| k” 


‚449. 


k ? есік | т} ) а 
Jo 


: G И jal | (7.2— 71) 
J > Jo 


上 式 最 后 一 步 利 用 了 式 (7.2 38). H & (7.2 - 43а) K A (7.2 — 
45 ) 得 


q A 
Ë ‚ Jo). | 
Je 


+ 


р КН G(g) 的 不 可 约 关 涉 表 示 . 将 上 去 与 式 (7.2-71) 右 边 
相 比 , 即 得 


Pira” h 2 DË (ÍR | ra Q|. "| 
e Jop Jo 


= 2 D% (|R | r) Q| | (7.2- 73) 
p р 


上 式 表明 , 复 简 正 坐 标 在 G(q ) 的 群 元 作用 下 ,其 变换 规则 如 同 本 


ЕЕ e| ся 见 趟 (7.2_ 33)); 复 简 正 坐标 也 是 以 G(g) 的 不 
可 约 表 示 分 类 的 . 


S7.3 J чө) 


简 正 坐标 与 格 波 的 量子 化 ”在 上 一 节 , 我 们 引入 了 一 套 复 简 


正 坐 标 Q Q [° ): 得 到 了 以 Q [° | 为 变量 的 品格 振动 方程 (7 ›- 
p 0 


62) ,表明 о(* авт 一 个 频率 为 a(g |j,) 的 简 正 振动 .但 是 ,以 
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Q|" 


P 
仍然 混杂 在 一 起 | 因为 al | = Q| Bn R ASa + 
Ë 


p 
学 中 3 Ns 个 独立 的 简 谐 振子 系统 的 哈密 顿 量 相 对 应 .为 了 实现 格 
波 的 量子 化 ,通常 采用 下 面 定义 的 实 的 简 正 坐标 : 


а= 2192) + ob zle) -el °)! 


| ARAE A жалин H ÆR(I.2-61)H,g 5-9 


q 


(7.3-1) 
相应 的 广义 动量 为 
НЫН 
jl 145, 
于 是 ,哈密 顿 量 就 可 表 为 
2 2 
H = 2; Hele + 2 (q | Das) | (7.32) 
А Jo Jo 
式 中 不 存在 g 与 -dg 的 交叉 项 .利用 拉 格 天 日 方程 得 到 
01 +a" |=о (7.3-3) 
Jo Jo 


上 式 表明 1% | 是 描述 谐振 子 振动 的 动力 学 变量 ， 


; 
在 量子 力学 中 ,动量 р 与 坐标 7 的 关系 为 


于 是 ， 
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这 样 , 筷 格 振动 的 其 定语 方程 就 可 写成 


* 3) ч Д eWl- ' 


(7.3-4) 


A P ña 3⁄4 fe a BJ РАЖ ¿ 是 3Ns 个 简 正 和 标的 集合 | “ | нов 
б 


数 . 式 中 的 哈密 顿 算 符 是 3 Ns 个 独立 谐振 子 的 哈密 顿 算 符 之 和 ， 
因此 , 式 (7.3 一 4) 的 解 可 以 表 为 


(13) = И "Ë M; (7.3—5) 


式 中 每 一 个 函数 J 仅 与 坐标 п“ 
"КТТС ТТ УТ 


ЕЗ 是 单个 谐振 子 的 波 函 


Jo 


СИЕ (7.3-6) 
Jo 
式 中 | 

єЇл(@1)1= | я(а1„) t> |iw(g1)) (7.3—7) 


上 式 表明 , 能 量 e 是 量子 化 的 ,能 量 量 子 就 称 为 声 子 . 式 中 的 
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n(q1j,) 就 是 在 频率 为 a(q |j) 的 格 波 中 激发 的 声 子 数 ,每 个 声 子 
的 能 量 为 hw(g1j). 声 子 的 对 称 类 型 是 指 相应 的 简 正 模 属 空间 群 


的 哪个 不 可 约 表示 . 
振动 系统 的 总 能 量 下 为 


E= Xe = У) | а(412,) t | he(q1j 07.38) 


q.J. p 


ТЕ $ 4.7 中 ,我 们 已 经 知道 谐振 子 系统 波 随 数 的 变换 人 性 质 由 


激发 的 简 正 模 的 变换 性 质 所 决定 . 在 这 里 ,就 是 由 16 Е 
р 


质 所 决定 . 通常 假定 1| ”| 的 变换 规则 与 本 征 和 |: Е 
相同 -22 , 即 | | 
q) отч. КОШ 
Рант" Е > ре (| R | Dal | | (7.3—9) 
Jo. P =1 Jo 
EoB|R|z]€ G(q,), Du: G(4,) ЮКЕ. Н, EBRR, 
IRIN EG чл ETRE 
Je 
do | q. 
Рат. |- У'р®({ Р | ТЕ | (7.3—10) 
Jp г.р Jo 


其 中 q, K q, 属 同 一 个 g E, D%(]R|t])1 ЕБ G 的 不 可 约 
表示 .由 此 可 知 ,振动 波 函 数 y KERER р" 而 变换 19 

р" = (Di), OOD) OO Do) ) (7.3—11) 
其 中 q 人 遍及 波 天 g 星 的 所 有 波 矢 , 即 i1=1,2,…,p,p SI X B 
的 文 数 ,n 是 振动 系统 的 声 子 总 数 ,n; 表示 属于 不 可 约 表 示 DW: 的 
所 有 简 正 模 的 声 子 数 之 和 ,于 是 ， 


n = Уб», | (7.3 一 12) 


i=1 
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声 子 的 红外 吸收 品格 的 红外 吸收 是 由 于 红外 波长 的 电磁 辐 
射 导 目 由 电子 及 离 于 组 成 的 系统 相互 作用 ,引起 声 子 的 激发 而 发 
生 的 .一 般 采 用 半 经 典 理 论 来 处 理 这 个 问题 ,并 且 假 怎 在 红外 电磁 
辐射 作用 下 , 量 体 电子 的 状态 不 发 生变 化 ,从 而 得 到 跃迁 概率 
为 116] 


W it = >; | Ao < Pwr 
f 


u (R,.k) Pyn > k| OCE,- Е, — hw ) 


(7.3 - 13) 
式 中 4 是 天 势 A WREE, EDERE; pyr K fyn JE NR 5] 5 0 A 
数 , 下 标 vn 及 vn Тт ЮА КЖ; рК, К) ЊК 
RIT, 


(R, k)= Уе < g(r R)I (г, R)I p (r,R)>, 
(7.3— 14) 
式 中 大 是 电磁 辐射 的 波 矢 ;r X R 分 别 表示 电子 及 离子 的 位 矢 ; 


%vr, 及 ) 是 电子 态 波 函数 ,是 所 有 电子 及 离子 位 和 撩 的 函数 ; 
Ki《r,R) 是 在 第 ! 个 原 胞 中 的 电子 - P fr B B K kE, 


Wr,R)= ег, – ZR, (7.3— 15) 
HK(7.3 — 13) n] I, , tN *4 3 эф 
<, BCR, k) ó,, > * 0 (7.3—16) 


时 ,由 n— n BERET E: Y; VF BJ , X ЖР EK ТЕ ЕИ Н ЕТЕ. ЖИП 
采 能 确定 算 符 pg"(R,k) 的 对 称 性 ,就 可 以 由 一 般 的 选择 定 则 得 到 
声 子 红外 吸收 的 选择 定 则 . 

由 式 (7.3 -14) 可 以 看 出 ,pn"(R,k) 具 有 布 洛 赫 矢 量 的 性 质 ， 
其 波 矢 就 是 入 射 光 的 波 和 撩 .由 式 (7.3 一 15) 知 ,pj(r,R) 是 一 个 
极 和 天 量 , 因 此 ,pj*(R,K) 应 具有 极 矢量 的 变换 性 质 , 即 


Pirin H(R,k) = УЕ иЕе R,k) (7.3-17) 
B 
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WR D'ERA х,у, ЗЕНА Go 的 表示 , 则 有 
(К) = Ra (7.3— 18) 
于 是 , 式 (7.3 一 17) 可 写成 
Pig B: (R,k) = SD"(R)p phl К | t} R, k) (7.3-19) 
即 jp"(R,k) 具 有 DD" 的 变换 性 质 . 
为 了 便于 讨论 ,我 们 用 R| RERA „| ИЕ 


H 
mlr, R) ,将 矩阵 元 < 内 |.) 


Вр 
|>. |, Хн |} (i 
' Drole eleh 


kral, Е kk k 


Ф, >, 展 成 为 位 移 的 泰勒 级 数 ， 


< 4, 


(7.3 — 20) 


上 式 左边 是 原 胞 [ ， аа авы. 所 以 ,右边 各 项 可 分 别 解释 为 : 
ДИЕ ж л} н |же н 
ЛЕТЕ ит 
矩 ,由 "| тетания, u nS 


lU U 
与 力矩 阵 的 相同 .在 起 (7.3 一 20) 中 第 三 项 的 m л „агане 
NU HU ШЖ. 


/ 
如 同 在 式 (7.2 — 64) 那 样 ,我 们 将 位 移 u LLLP 
I |, 
J 
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以 此 代入 式 (7.3- 20) 后 再 代 到 式 (7.3- 14) ,得 


B`(R,k) = B° (k) + Б 
J J 


+ ПИ ar MUM (7.322) 
其 中 | О 
po = peth), 
对 于 一 般 唱 体 都 有 
и°(к)=0 
e) 22 Za ЫН 
i 


. [l 
. К.К +19 R | 7.3 23 
ИН 3-2 
аа IUU 
Т. Б >, >, ———— "b| ,| 
JJ Г.Е, БЭЙ ырен kk k 
` „(к РМа + q - R, + k-R,) | 
J J 


(7.3 24) 
由 于 gp(R,K) 属 р", ТУД ,з\,(7.3— 22) 右 边 各 项 亦 属 D , 即 都 具 
有 极 矢 量 的 变换 性 质 . 


ч 


以 后 |? 代入 式 (7.3- 13) 的 短 阵 元 中 ,得 
J 


АШИ 


Ao: < фу Pnp (7.3 一 25) 
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由 式 (7.3- 23) HI, X д= КЕ, р" L НЕ Й Е ZL 
J 
外 吸收 的 波 矢 守恒 定律 .假如 初 态 Y,, 与 末 态 办 的 不 同 仅 在 于 末 


£ рат ака т) MEB (7325) 3264 
ж DOODO 必须 包含 7[ ] 所 属 的 表示 De .在 这 里 ,| ”| 
ТРИНИТИ 这 就 是 单 声 子 过 程 
的 选择 定 则 .对 于 金刚 石 ,D*" = Pi AE o (Pa) = 0, 所 以 ,不 可 
能 存在 依 1 变换 的 简 正 模 п) ,这 表明 金刚 石 不 存在 音声 子 的 
“红外 吸收 . | 


以 „(к ; ] 代 入 式 (7.3 - 1308568826 8 
JJ 


hl hl 


由 式 (7.3 一 24) 知 , 仅 当 g+g = k наа 


A o° < y, Pyn >R (7.3 —26) 


p? |x 


9 | 才 不 为 零 .这 

J3 

是 双 声 子 吸 收 的 波 和 失守 恒 和 定律 .由 于 1) озая 

J 
与 p*(R,k) 相 同 ,所 以 , 仅 当 DIODI 包含 D' 时 ,乘积 | ”| 
J 

q , аа \ | ‚, q 

| , ЕЕГ ü S жж, де DY Ж D1 分 别 是 '| | |z 
J Jl J 


п“ | 所属 的 表示 . н жя, м ж Ж БГ 
J 


ЮА р" "р" 含有 表示 D' 时 ,跃迁 才 是 允许 的 ,这 就 是 双 声 子 
红外 吸收 的 选择 定 则 .如 对 于 金刚 石 , 设 初 态 是 n =0 的 基态 ,已 
知 该 态 属 恒 等 表 示 , 当 同 时 激发 一 个 属 L4H' 另 一 个 属 LO KAE 


(2) 


振动 ,由 于 直 积 表示 DL. QD 包含 了 Is;(D"), 所 以 ,吸收 一 个 
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红外 光子 产生 一 对 分 属 LOR L 和 如 的 声 子 的 跃迁 是 允许 的 .这 在 
© 、 硅 的 红外 吸收 实验 中 得 到 了 证 实 . 

我 们 可 将 展开 式 (7.3 一 22) 中 的 任意 阶 的 项 代入 跃迁 概率 的 
矩阵 元 中 ,就 可 得 到 多 声 子 过 程 的 选择 定 则 ,一 般 说 来 ,n 阶 的 项 
相应 于 n 声 子 过 程 , 即 相应 于 吸收 一 个 光子 产生 n 个 声 子 的 
过 程 . 

ВЕНН ШУХ, REREH ea 、 能 量 为 һо, 
人 射 光子 ,由 于 受到 唱 格 的 散射 而 成 为 波 矢 为 Kk,、 极 化 矢量 为 
£, PEEN io 的 光子 ,这 就 是 品格 的 拉 汉 散 射 .这 个 过 程 可 以 看 
作 是 由 两 步 完 成 的 : 声 子 吸收 了 光子 能 量 使 系统 进入 中 间 态 
| Ф„ > ,散射 声 子 的 发 射 又 使 中 间 态 | y,, > 变换 到 终 态 | 和 > .与 分 
析 声 子 的 红外 吸收 时 相似 ,可 以 认为 ,在 散射 过 程 中 电子 态 并 不 发 
生变 化 , 故 可 令 电子 波 函 数 y, = 如 .经 量子 力学 的 计算 及 简化 后 
161 ,从 振动 初 态 | ,> 到 末 态 | фо > 的 拉 曼 散射 概率 由 下 式 
确定 

<yor|P(R)| Фо, 2, (7.3- 27) 


其 中 


P(R)eP(R,k,- kz) (7.3— 28) 
k 


—— === 
— — 


是 极 化 率 算 符 , 算 符 P(R ) 是 个 张 量 算 符 , 和 矩阵 元 Р(К), l y + 
A $I H el 及 散射 的 є, ВАА. H 


Р(Е) = РСЕ), 
P(R,k,,k,)= У c,o(e;)B (R, – К)" (R ,k,) (7.3 29) 
其 中 Cm0=( од, ) (ко, 7 homo) *, wmo = (E? - E°)/h $ 
u (R, k2)= Уе < pul En "ш, >, (7.3-30) 
¿ 


Е? 是 中 间 态 的 电子 能 量 ,E" 是 初 态 的 电子 能 量 . 
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极 化 率 算 符 Р(Е, К-К) EFE R f fE FI ТШЕ < A 
-天 的 布 洛 赫 和 与 波 矢 为 大 的 布 洛 赫 和 的 直 积 那样 .所 以 ， 
PiElR PCR ,ki - k2)=e (有 大 - К) 
= р‘ k)(|E|R, )Р(К,К, – к) 
(7.3- 31) 
其 中 p'h k) E IS PE BJ т. 
在 空间 群 G 的 群 元 {R1t 作 用 下 KERI P (R ) 的 变换 性 
质 犹 如 二 阶 对 称 张 量 Вр 
Piman P(R); = 2 .R,R a P(R) a (7.3- 32) 
a, P 
其 中 R EZER ERR BPB EE u. EA х,у, УЖЖ 
记 作 D, lJ 
Du (R) = Rae 
这 样 ,P(R) 的 变换 性 质 可 表 为 
P(R)~LDY(R)]o (7.3— 33) 
由 一 般 的 选择 定 则 及 式 (7.3 — 26) Mi, 4 D” * @ D” 包含 
[ D'] R DTO pt EKITE fh VE BJ S W SK ВВ Н). 


{ 
如 同 在 讨论 红外 吸收 时 那样 ,我 们 以 ЧИШ. R,, 则 有 
і { LU [ 
_ (0) (2) „ ... 


PU {М A (7.3—-30) jx” (R ,大 ) 的 表达 式 中 ,得 


/ { 
P(R) — p% + УР jx | 
i,k, a k Ë 


+ (7.3-34) 


式 中 
ре = УУ) De н.) 


Lk ГО, 
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соб, АИИ (7.335) 


将 式 (7.3 -21) 代 人 和 4 | ,我们 可 得 到 P(R, ki- k) RE 
标的 展开 式 
kt 
n| . 
qs jp Jy Jp 


q q q\ [9 
7 | 7 , | + ва = 
jaj py И? J y 


| (7.3—36) 
上 式 左边 是 按 对 称 的 二 维 张 量 场 而 变换 的 ,所 以 ,右边 各 项 都 应 按 


P(R,k, — k.) = Р) + нк - k; + 


У! У Роа, - k, 


9.3.84.) ,# 


此 变换 .因此 , 当 我 们 取 天 = k, = 0 时 , 仅 当 жр „Ей 
才 有 


pofo 


|+ (7.3 —37) 
j, 


在 二 级 项 中 , 仪 当 16 DH |- DOD" 包含 [Da 时 
14 |+ 0 (7.3 —38) 


Po 
Jul x 


分 别 将 式 (7.3 一 37) 及 式 (7.3 一 38) 代 入 式 (7.3 一 27), 得 


< ó, Po 人 "| P, >к (7.3— 39) 
n Ju п 
相应 于 拉 曼 散射 的 单 声 子 过 程 ; 
<. p(o 14 w, „>к (7.3—40) 
" juj w, 


相应 于 双 声 子 过 程 . 
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在 金刚 石 的 情况 下 ,D"= Г, І, 
[Fisl = P GOD | = Г,ФГ,,60Г›5 


"хо, 


g = 0 时 ,光学 声 子 具有 Ts 的 对 称 性 ,所 以 ро (0 
因而 是 拉 曼 激活 的 . 即 通 过 拉 曼 散射 可 以 从 基态 激发 出 一 个 Pa 
的 声 子 如 果 一 个 声 子 具 有 上 LO) 另 一 个 声 子 具 有 LO 对称 性 ,由 
于 这 两 个 声 子 所 属 的 不 可 约 表 示 的 直 积 中 包含 有 Г.В Г, 
14 小 0, 因 而 这 一 双 声 子 过 程 也 是 拉 曼 激 活 的 .在 
人 金刚石. 错 及 硅 的 实验 中 ,证 实 了 上 述 两 种 可 能 的 拉 曼 激活 过 程 是 
存在 的 ， 


以 p” o 


J 是 


1. АЖ Pb Ti O, 晶体 及 МО, 晶体 在 q == 0 时 的 振动 简 正 模 的 对 称 类 
型 .它们 的 单 胞 分 别 示 于 下 图 ;它们 的 对 称 群 为 简单 空间 群 OF. 


Өт epb xO eW xO 


2. 试 求 金 红 石 (TiO,) 晶 体 在 q==0 时 的 振动 简 正 模 | 
3. 试 分 析 NaCl 晶体 中 声 子 ( 简 正 模 ) 的 对 称 类 型 ,其 中 g R P.X.L Җ 
的 值 


4. ARE R A АНИНЕ q RTX, L 点 的 值 时 的 振动 简 正 模 的 
5. 金刚 石 结构 的 声 子 中 哪些 是 红外 激活 的 ?哪些 是 拉 曼 激活 的 ? 
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58.1 反对 称 算 符 


晶体 几何 结构 的 对 称 性 可 以 用 点 群 或 空间 群 来 描述 ,就 是 说 ， 
32 个 点 群 或 230 个 空间 群 可 描述 晶体 中 电 倚 密度 分 布 对 时 间 平 
均 后 的 位 置 的 对 称 性 .对 于 大 多 数 唱 体 ,电流 密度 对 时 间 的 平均 值 
是 零 ,但 铁 磁 及 反 铁 磁 唱 体 则 不 然 ,组 成 这 些 蝇 体 的 原子 (或 离子 ) 
具有 确定 的 磁 盾 .这 样 ,点 群 或 空间 群 的 一 个 对 称 操作 {R11I 可 以 
使 晶 格 的 几何 位 置 自身 重合 而 可 能 使 原子 的 磁 矩 (或 自 旋 ) 反 癌 . 
如 图 8.1 的 正方 格子 ,在 四 个 角 上 的 第 头 代 蔡 磁 矩 (或 自 旋 ) 的 方 
[J ,# + Ж J X ЖЕ ñq Sk BJ Л lna] , 
正方 格子 的 对 称 性 群 是 С.,, > 
* ЖИТ Ну Л Г, Л C4, 群 中 
HA ARE E. с), Іс, Ж 
Іс, ДЖ T EI Шит (AE, 
Ң ЕЖЕ ЖЕ, ERM 工 的 作 | 
用 下 是 不 变 的 ). 由 这 些 群 元 组 
成 点 群 Can MAR Са, РЕЈ ss 
四 个 群 元 cis сауу [co z, K 图 8.1 具有 磁 矩 的 正方 格子 
Ic,z5 却 不 能 使 整个 图 形 重合 ， 
因而 不 是 图 形 的 对 称 操作 

组 成 晶体 的 原子 (或 离子 ) 是 没有 颜色 的 ,但 在 磁性 品 体 中 它 
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A Am E BJ RE, Iñi ЖП] ДИЕ 、 负 两 个 方 回 ,这 在 数学 上 相当 
于 具有 了 两 种 不 同 的 颜色 ,如 黑色 与 日 色 . 为 此 ,人 们 往往 将 需要 考 
虑 磁 序 的 量 体 看 成 是 一 个 着 了 色 的 凸 多 面体 .这 样 ,描述 磁性 晶体 
对 称 性 的 群 往往 称 为 磁 群 或 色 群 .现在 考虑 两 个 有 一 半 着 了 色 的 
正方 格子 ,如 图 8.2 所 示 . 对 于 图 8.2(a), 群 元 上 、c2,、1c2s; É 
Ic, -= 使 整个 图 形 ( 连 同 颜 色 ) 重 全 ,所 以 ,是 图 8.2(a) 的 对 称 操 
作 , 它 们 组 成 点 群 Cy,. 然 而 ,其 余 的 操作 虽 使 正方 形 重 合 ,但 颜色 
却 发 生 了 变化 .如 操作 
c4y 使 图 形 的 黑色 与 日 色 
гааг, мий 
不 能 重合 .但 是 ,如 果 人 能 
引入 一 个 新 的 操作 V, 


它 作 用 于 空间 中 的 一 点 ЕЕ 

(或 面 、 或 线 ) ,并 不 使 其 (a) (b) 
坐标 改变 ,而 只 使 该 点 图 8.2 有 一 半 面 积 着 色 的 正方 格子 
的 磁 矩 (或 自 旋 ) 方 问 发 


生 改 变 , 如 从 正 变 到 人 负 ( 或 利 旋 同上 变 成 品 下 ), 或 反之 ;V 作用 于 
晶 面 上 使 其 改变 颜色 ,从 黑 到 白 或 反之 .这样 , Vcs, 就 是 图 8.2(a) 
的 对 称 操作 ,而 且 , 点 群 C4, 中 原来 不 是 图 8.2(a) 对 称 操 作 的 其 余 
四 个 群 元 Саух Cay 4 сэ. Ж 1c,, # Жа WR Ж ХЕ V 而 成 为 
У. 4y.Vciy ~ УІс,, 及 Vic .时 ,这 些 操作 都 成 了 图 8.2(a) 的 对 称 
操作 .同样 的 分 析 亦 适用 于 图 8.2(b) ,只 是 这 时 点 群 C,. 中 的 群 元 
Е „со, хсл слу УЕР 8.2(b) 的 对 称 操作 ,它们 组 成 点 群 C4. 而 
只 有 与 操作 V 结合 后 ,Vics,、Vlcsy,、Vlcs;, 及 Vlc,;; 才 是 图 
8.2(b) 的 对 称 操作 .VV 称 为 反对 称 算 符 . 这 是 萨博 尼 可 夫 于 1951 
年 提出 的 . 算 符 V 只 使 磁 矩 (或 自 旋 ) 倒 向 ,使 颜色 ( 黑 或 白 ) 变 色 ， 
因此 ,V*=E, 即 反对 称 操作 V 是 个 二 阶 群 元 ,V 1!=V .此 外 , 反 
对 称 操 作 V 可 与 点 群 、 空 间 群 的 任意 群 元 对 易 ， 即 
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ViRItI=1RItiV. 这 是 因为 色 的 变换 并 不 影响 位 形 空间 的 几 
何 变 换 . 

也 可 以 将 反对 称 算 符 V 看 作 是 时 间 反 演算 符 下 ,这 是 因为 原 
子 的 磁 矩 源 于 原子 内 的 电子 的 轨道 运动 ,在 轨道 上 运动 着 的 电 了 于 
犹如 一 个 小 的 环形 电流 ,因而 存在 一 定 方 同 的 磁 矩 . 当 电 子 在 其 锁 
道上 运动 的 方向 反 转 时 ,所 产生 的 磁 挎 就 会 倒 问 .然而 ,电子 沿 轨 
道 作 反方 向 的 运动 ,可 以 认为 是 时 间 反 演 的 结果 .这 样 ,可 将 使 时 
间 轴 反 号 的 时 间 反 演算 符 等 同 于 使 磁 矩 (或 自 旋 ) 倒 癌 的 反对 称 算 
КУША, БАЧИВ УЕ УВЕДЕНИ. 

引入 反对 称 算 符 VV 以 后 ,图 8.2(a) 及 (b) 的 所 有 对 称 操 作 又 
构成 一 个 群 , 记 作 G .这 个 新 群 G 是 这 样 组 成 的 :其 中 的 一 半 群 
元 直接 取 自 原来 的 群 C ,而 且 这 些 群 元 组 成 了 群 G 的 不 变 ( 正 规 ) 
FE S. 如 对 于 图 8.2(a) 是 点 群 C, X TE 8.2(b) 则 是 点 群 C, 
点 群 C5, 及 点 群 C, 都 是 点 群 C4, 的 不 变 子 群 . 群 G 的 力 一 半 群 元 
是 群 G 的 不 包含 在 不 变 子 群 S 内 的 群 元 (G - S) 与 反对 称 算 符 
V 结合 成 新 的 对 称 操作 . 这 个 例子 使 我 们 得 到 从 原来 的 32 个 点 
群 及 230 个 空间 群 中 构造 新 群 的 一 般 方 法 . 若 仍 以 G 表示 原来 的 
群 ,S 表示 群 G 的 不 变 子 群 ,G 表示 新 构成 的 群 ,那么 ， 


G=S+(G-S)=S+ A,S 
G =S+V(G-S)=S+ УА,5 (8.1 — 1) 


下 面 证 明 G 是 一 个 群 . 
H T S ЖС 的 指数 为 2 的 不 变 子 群 ,所 以 ， 
SS=S, (G-S)XG-S)=S, m(A,SXA,S)=S 
于 是 ， 
(VA,S)S= VA,S, 5(УА,5) = VA,S, 
( VA,S)( VA,S)= V2(A,S)(A,S)= S 


所 以 G 是 一 个 群 ,S 亦 是 新 的 群 G 的 指数 为 2 的 不 变 子 群 . 
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由 于 反对 称 算 符 У 的 存在 ,人 们 可 以 从 原来 的 32 个 点 群 构 
造 出 新 的 点 群 .因而 ,可 以 将 点 群 分 成 三 类 ,它们 统称 为 了 蔷 博 尼 可 
ЖААЙ. 

第 一 类 是 普通 的 32 个 点 群 ,在 这 些 群 中 不 出 现 反 对 称 操 作 
V 或 写 反 对 称 操 作 V 结合 的 复合 操作 VR. X 2 sx Be nj A T И 
体 的 几何 对 称 性 或 铁 磁 电 体 的 对 称 性 .对 于 铁 磁 材料 ,所 有 的 磁 算 
均 平行 于 (或 反 平行 于 ) 茶 个 特定 方 同 ,因此 ,使 磁 答 反 号 的 操作 就 
不 会 是 这 种 品 体 的 对 称 操 作 . 例如 ,对 于 二 维 正 方 格子 ,在 四 个 角 
上 画 上 同上 的 箭头 .这 种 结构 具有 点 群 C, 或 C4, 的 对 称 性 ,因为 ， 
这 些 群 的 所 有 群 元 均 保持 磁 矩 向 上 . 

第 二 类 称 为 灰 扣 群 , 它 是 由 普通 的 32 个 点 群 中 的 某 一 个 点 群 
G 的 全 部 群 元 加 上 反对 称 操作 VV 与 点 群 G 的 全 部 群 元 的 复合 操 

作 , 即 


M = G + VG (8.2—1) 


显然 , M 是 一 个 群 , 由 于 点 群 M 的 元 使 空间 一 点 可 同时 是 黑色 和 
白色 ,即使 黑 与 白 混合 ,因而 称 之 为 灰 点 群 .由 式 (8.2 -1) 可 见 , 灰 
点 群 M 的 阶 是 原来 点 群 G 的 二 倍 . 由 32 个 点 群 可 以 构成 32 个 
灰 点 群 . 只 有 顺 磁 晶体 及 逆 磁 晶体 有 这 些 灰 点 群 的 对 称 性 . 

第 三 类 萨博 尼 可 夫 群 称 为 黑白 点 群 ,也 就 是 常 所 说 的 磁 点 群 
或 色 点 群 .由 式 (8.1 一 1) 定 义 的 群 G 就 是 黑白 点 群 ,在 这 里 统一 
BER M, В 


M=S+V(G-S) (8.2—2) 
其 中 S 是 群 G 的 指数 为 2 的 不 变 子 群 , 由 式 (8.2-2) 可 见 , 黑 白 
А M B Br 1 ña IK АЕК G 的 阶 相 同 . 黑 日 点 群 总 与 晶体 的 磁性 


有 关 ,因此 ,反对 称 操作 V 不 会 作为 一 个 群 元 单独 存在 .因为 ,如 
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果 黑 白 点 群 M 中 存在 反对 称 操作 VV 的话, 那么 ,用 V 作用 于 一 
带 有 磁 矩 (或 带 色 ) 的 系统 上 而 使 磁 矩 反问 (变色 ) ,系统 自 身 重 合 ， 
再 以 V 作用 一 次 ( 即 以 V 作用) 系统 仍 重合 ,但 这 时 系统 的 磁 矩 
(或 颜色 ) 又 一 次 反 回 (变色 ) 了 .这 个 结果 表明 磁 符 向 上 还 是 了 向 下 
(或 晶 面 是 黑 还 是 捍 ) 都 使 系统 不 变 , 这 样 的 系统 只 能 是 磁 答 为 零 
(或 无 色 ) 的 系统 .所 以 , 黑 日 点 群 中 不 含 V 而 全 有 VR, 其 中 RE 
G. 另 外 ,车 黑白 点 群 M 含有 和 群 元 VR, 则 R 的 阶 不 能 是 奇数 的 . 
因为 ,车 R 的 阶 是 奇数 记 , 那 么 (VR)?= VP = V 应 该 是 黑白 点 群 
的 群 元 ,但 上 面 已 证 明 为 不 可 能 .所 以 , Ус, . Vs, 这 样 一 些 操 作 都 
不 会 出 现在 黑白 点 群 M 中 .此 外 ,点 群 G 中 的 元 R 与 复合 操作 
VR 不 能 同时 出 现在 黑白 点 群 M 中 .因为 如 果 它 们 同 为 黑白 点 群 
M 的 群 元 ,那么 (VR)R "= V 也 应 是 黑白 点 群 中 的 元 ,但 这 是 不 
允许 的 . 

根据 黑白 点 群 的 定义 ,可 以 从 32 个 晶体 点 群 将 它们 全 部 构造 
出 来 .由 于 有 些 晶体 点 群 有 不 止 一 个 指数 为 2 的 正规 子 群 (如 点 群 
Г, 的 指数 为 2 的 正则 子 群 有 Cp Can K D,), 所 以 ,能 构造 出 58 
个 黑白 点 群 . 至 此 ,描述 晶体 转动 对 称 性 的 萨博 尼 可 夫 点 群 共 有 
122 +. 

表 8.1 列 出 了 S8 个 黑白 点 群 及 其 与 晶体 点 群 的 对 应 关系 . 表 
中 的 黑 百 点 群 记号 用 G(S), 括 导 中 的 S 是 不 变 子 群 . 


表 8.1 58 个 黑白 点 群 (13] 
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如 果 将 反对 称 操 作 V 与 空间 群 G 联系 起 来 ,可 以 构造 出 四 
类 萨博 尼 可 夫 空 间 群 ,这 些 群 共 1651 1131. 

第 一 类 是 普通 的 230 个 空间 群 G ,这 种 群 亦 称 费 德 罗 夫 (Fe- 
dorov) 空 间 群 .在 这 些 群 中 并 不 出 现 反 对 称 操作 V. | 

第 二 类 是 灰 空 间 群 M ,其 定义 为 


M = G+ VG (8.3-1) 


其 中 G 是 任 一 个 费 德 罗 夫 空 间 群 ,因此 也 有 230 个 ,从 灰 空 间 群 
的 定义 可 见 , 它 是 一 个 直 积 群 , 即 
М = GOGY (8.3—2) 
- 468 ` 


e Ph "xš Ж 


ВФС 是 由 两 个 群 元 玉 及 V 组 成 的 群 . 

在 灰 空 间 群 中 ,由 于 出 现 反 对 称 操作 У,х ЖЖ fE ña Ж 
同一 点 具有 大 小 相等 、 方 朵 相 反 的 磁 矩 ,这 样 ,在 品 体 各 处 都 不 可 
能 出 现 瞬时 磁 和 矩 ,所 以 ,晶体 表现 为 逆 磁 性 ;或 者 晶体 具有 瞬时 磁 
矩 , 但 这 些 磁 矩 的 方向 却 是 混乱 分 布 的 ,所 以 , 蝇 体 中 处 处 的 平均 
RE AE. .这 种 蝇 体 表现 为 顺 磁 体 . 上 述 分 析 表 明 , 灰 空 间 群 可 以 
摘 述 顺 磁 、 逆 磁 史 体 的 对 称 性 . 

第 三 类 萨博 尼 可 夫 空 间 群 是 这 样 定 义 的 : 


M=S+V(G- 8) (8.3-3) 


A S 是 指数 为 2 的 费 德 罗 夫 空 间 群 G 的 不 变 子 群 , 它 的 平移 子 
群 工 与 空间 群 G 的 相同 ,在 (G - S$) 中 并 不 出 现 纯 平移 算 符 ,在 
群 M 中 不 会 单独 出 现 反 对 称 算 符 V. 由 于 空间 群 G 可 以 有 不 止 
一 个 指数 为 2 的 不 变 子 群 , 故 可 由 230 个 空间 群 构 造 出 674 个 第 
三 类 萨博 尼 可 夫 空 间 群 .这 些 空间 群 可 以 描述 铁 磁 与 反 铁 磁 唱 体 
的 对 称 性 . 

在 介绍 第 四 类 萨博 尼 可 夫 空 间 群 之 前 , ЖЕЛ #8 R A ЕА 
的 导出 .如 图 8,3 所 示 , 若 普通 的 立 
方 格子 的 格 点 是 黑色 的 ,而 每 个 原 
胞 的 体 心 却 是 白色 的 格 点 ,这 样 就 
得 到 黑 日 立方 布 拉 维 格 已 .可 见 ， 
黑白 立方 布 拉 维 格 是 由 黑 、. 白 两 个 
普通 的 简 立 方 晶 格 相互 平移 一 个 矢 


E to = (n + t2+ tf3) 而 成 ,其 中 
hb Ж ts 是 沿 立 方 体 的 三 个 楼 的 
单位 矢量 .普通 的 立方 晶体 的 对 称 操作 必 仍 是 黑 日 立方 晶体 的 对 
称 操 作 ,同时 ,每 一 个 这 样 的 操作 与 VIE] tl ARKE RA E, E 
必 为 黑白 立方 晶 格 的 对 称 操 作 . 从 14 个 普通 的 布 拉 维 格 可 以 导出 


图 8.3 ЖН Ж) ЕДЩ 
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22 + Ж Н A 1 Ei ,这 36 个 布 拉 维 格 可 统称 之 为 黑白 布 拉 维 格 ， 
列 于 图 8.4. 


从 普通 的 布 拉 维 格 导 出 黑白 布 拉 维 格 时 ,原来 的 晶 格 不 同 ,所 


得 的 位 移 矢 量 to 亦 不 同 . 表 8.2 给 出 了 不 同 的 唱 系 中 黑白 布 拉 维 
格 的 平移 矢量 to. 


表 8.2 平移 矢量 1 


ña Ж 原来 的 晶 格 Ж Н ин M to 
= Р(Г,) Р, E; 
PA Р(Г,„) Р, J-i, 
коо dy 
Е Po Lenti) 
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续 表 


品系 河 来 的 品格 W Ei Éa 6 to 
© с(ге,) с, + 
Ca Sl + ts) 
EX P(T) P, > ta 
ПИЕ 
Pe — (n tm) 
P; ак) | 
Р, 本 (+ 和) 
正 交 C(TS) С, 5-43 
С, — (n + t) 
CA S(t ttt) 
[ A(T)] р +n] 
A, T (nt) | 
| ac аз) 
正 交 F(T.) F, Z(+ t+ t) 
EX II$) 1. — (n + t) 
四 角 P(E) | P. pi 
Pe — (nt t) 
P; —(ntrtt) 
四 角 (Г) l, — (nt t) 
四 角 К(Г,,) К, 村 (n+ t. + t) 
RM R(T.) Р, ИТ 
立方 P(T.) Р, (t+ ttt) 
立方 Е(ГУ) F, L (nt t) 
УЛ I (Te) 


表 中 的 fj Кі EER, 59 A [Р] BJ ин # Л Iñ] BJ , ТЕ — А 
体 物 理 书 中 可 以 查 到 . 
第 四 类 萨博 尼 可 夫 空 间 群 定义 为 
M=G+VIE|toG (8.3— 4) 


AF G 是 费 德 罗 夫 空间 群 ,to 是 导出 黑白 布 拉 维 格 引 人 的 平移 矢量 . 

每 一 个 普通 的 ( 即 费 德 罗 夫 ) 空 间 群 G 都 相应 于 某 一 种 普通 
的 布 拉 维 格 , 若 这 种 布 拉 维 格 可 以 导出 X 种 黑白 布 拉 维 格 , 则 必 
有 XX 个 第 四 类 萨博 尼 可 夫 空 间 群 .例如 四 和 角 唱 系 的 空间 群 P4122 
是 与 简单 四 方 布 拉 维 格 P 相应 ,而 从 布 拉 维 格 P 可 以 导出 三 种 黑 
白布 拉 维 格 P, Pe 及 忆 ,所 以 ,从 普通 的 空间 群 P4122 可 以 得 到 
三 个 第 四 类 萨博 尼 可 夫 空 间 群 P 4,22, Pec4122 及 P14122. 

在 定义 第 三 、 第 四 类 萨博 尼 可 夫 空 间 群 时 , 若 G 是 普通 的 二 
维 空间 群 ,S 是 二 维 空间 群 G 的 正规 子 群 ,就 得 到 两 类 二 维 色 空 
间 群 ,第 一 类 是 由 黑白 点 群 与 普通 的 二 维 布 拉 维 格 组 成 的 ,这 类 群 
有 26 个 .第 二 类 是 由 普通 点 群 与 黑白 二 维 布 拉 维 格 组 成 的 ,这 种 
群 共有 20 个 .所 以 ,二 维 色 空间 群 共有 46 个 .图 8.5 REZAR 
白布 拉 维 格 (不 包括 普通 的 二 维 布 拉 维 格 ) ,它们 可 以 从 三 维 的 黑 
白布 拉 维 格 压 扁 而 得 到 . 


表 8.3 第 一 类 二 维 色 空间 群 L15] 


P (001) 2 mm ,2m m’ 
Zab ,2a b 
ж Zam .2ат,2ат' 
C (001) lmm 2mm 
(001) 4 
四 方形 4 mm ‚Ат m 
Sam ,4'a m ,da m 
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ВА 二 维 色 空间 群 
(0001) 6 
(0001) 3m'I 
六 角形 (0001) 3 Im’ 
(0001) GE'mm’ ,6 m m” 


x 表示 还 存在 另外 两 个 第 一 类 色 空 间 群 P4m m 及 Рб т m 
表 8.4 第 二 类 二 维 色 空间 群 [15 


n É 晶 格 类 到 一 维 色 空间 群 


P, (001) 1.2 
9м Р, (100) ma 


m,a 
2mm ,2am ,2ab 
ж Е. m ,a 
2mm ,2am ,2ab 
a m, mm 
P, (001) 4 
ЛЕНИЕ 4mm kam 
ЭЖ 
(100) (010) 
Р, Р, 
矩形 
P. P. Ca 
正方 形 
Р, 


图 8.5 二 维 黑 日 布 拉 维 格子 
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$8.4 Ж # ж 


在 第 二 、 第 三 及 第 四 类 萨博 尼 可 夫 群 (点 群 或 空间 群 ) 中 含有 
反 线性 、 反 叉 正 (为 简便 以 后 仅 说 反 么 正 ) 的 群 元 ,因而 是 个 非 么 正 
群 .它们 的 表示 称 为 共 表 示 . 下面 研 究 有 一 半 反 义 正 群 元 的 群 М 
的 共 表 示 , 这 种 群 可 以 表 为 


M= 5 + А5 (8.4-1) 


其 中 S 是 群 M 的 指数 为 2 的 么 正 的 不 变 子 群 ,A 是 反 么 正 群 元 ， 
所 以 , 陪 集 AS 中 的 元 都 是 反 么 正 的 .第 二 、 第 三 及 第 四 类 萨博 尼 
可 夫 群 都 可 表 成 上 面 的 形式 ,因此 ,人 研究 这 种 群 的 共 表 示 具 有 普 裔 
的 意义 . 

共 表 示 的 导出 Sr 是 么 正 的 不 变 子 群 $S K. AEDA 
约 表示 ‚А.Ж РАФ Ж jy 、y，、…、 册 . 群 S 中 的 任意 元 R fE H T Z 
#5 内 上 得 


Ррф; = 2, pT(R); (8.4-2) 
ШЖ E ЩЕ KOS < |= < pip l M 
P. <| = <ç] T(R) (8.4 — 3) 


Ж АРЕ) А. ERN A 作用 于 么 正 的 不 可 约 表 不 Ts 的 基 
ЮЖ < 4] L В 17 Ер < фі, ВИ 


P, <|] =< o] (8.4 — 4) 


Жүр<ф|=<фу,ф›,›ф|. FEER: 8 SO E < | K < o| 38 
基 的 矢量 空间 ,在 群 M 的 作用 下 是 不 变 的 .这 表明 ,函数 集 < yl 
K< ФЕВ M 的 一 个 表示 的 基 消 数 . 
先 考虑 不 变 子 群 S 中 任 一 么 正 群 元 R 对 函数 集 <y| 及 <<p| 
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的 作用 ,其 中 ,对 <y| 的 作用 已 由 式 48.4-3) 给 出 . 
P < | = PrPa < 2| = Р.Р, PRPA < 0 | 
= PAPA ра < yl 
=Рр,<0|Г(А !RA) 
=<ф|Г(АС!ЕА)* (8.4—5) 


上 式 最 后 两 步 是 利用 了 А RAES 及 A 的 反 线 性 的 性 质 .从 式 
(8.4 -3)R(8.4 —- 5)f8 


һи 0 
0 Г(А RA)” 
HETE S 的 所 有 和 群 元 成 立 . 

现在 考虑 群 M BJ АДЕ G B = AR 对 函数 集 的 作用 . 


РЕ<ф,р\|=<ф,ф (8.4-6) 


Рв<ф\|=Рь<ф|=РА<у|Г(Е)=<Фф|Г(Е)* 
= < Ф| Г(А'В)* (8.4-7) 
Pg< y| = P,PAS<S Ф| = Pga < фі = < ф1Г(ВА) (8.4-8) 
最 后 一 步 是 利用 了 ВА = ARA E56, 由 此 得 
| 0 ra) 
Г(АС!В)* 0 
DK ЖР, UE BH Y RAE < o, o ЕЁ M 作用 下 的 不 变性 .应 用 上 面 
HEER, uj ФЕ WI F K BJ ЕЕ Dy ,其 中 


Рь<ф,фі = < 0, ф (8.4 —9) 


r 
DCR)=| R) h | 对 所 有 RES 
0 HT(A RA)’ (8.410) 
0 Г( ВА | 
р(в)= | | 对 所 有 Beas! 
LT(A `B)’ 


X жн E£ fE SÑ PR J dE ER M 的 从 子 群 S 的 不 可 约 表示 Г» 
导出 的 共 表 示 , 这 个 共 表 示 可 记 作 РГ 表示 .其 表示 DT RERE 
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PED (R) Z )F R. 


由 式 (8.4 一 6) 及 (8.4 一 9) 可 以 得 到 共 表 示 DT 的 矩阵 满足 的 
方程 为 


D(R)D(U)=D(RU) 
D(R)D(B)= D(RB) 4 R.UC S 
D(B)D*(R)=D(BR) *° B.C€ AS 
D(B)D * (C)= D(BC) 
上 面 的 方程 表明 , 共 表 示 和 矩阵 的 乘积 并 不 都 服从 勾 正 群 的 表 
示 和 矩阵 乘积 的 方程 D(R)D(U)= D(RD). 仅 当 乘 积 中 的 第 一 个 
群 元 来 自 子 群 S 时 ,才能 满足 这 个 方程 ,而 当 乘 积 中 的 第 一 个 群 
元 来 目 陪 集 AS 时 ,第 二 个 群 元 的 共 表 示 矩 阵 必 须 取 复 共 力 . 因 
此 , 非 么 正 群 M 与 共 表 示 DT 不 存在 同 态 关系 . 
如 采 和 存在 一 个 么 正 矩 阵 口 ,使 得 群 M 的 两 个 共 表 示 和 矩阵 DD 及 
D 满足 
D(R)=U 'D(R)U 对 所 有 RES 
DpD'(B)=U '!D(B)U* 对 所 有 уй, 
那么 , 群 M 的 两 个 共 表 示 就 是 么 正 等 价 的 . 
非 么 正 群 M=S+A4AS 中 ,A 是 个 陪 集 代 表 元 , 它 的 选择 不 是 
唯一 的 ,例如 选择 另 一 个 反 艺 正 元 A 作为 陪 集 代表 元 ,其 中 A = 
TA, TES. 28, E MJ £ 83 A< у, | 而 是 <y,w |， 
<Ф' |= Р,.<4| И 


(8.4—11) 


(8.4 — 12) 


< ф |= Р:Рл< ф| =Pr<g| = РАР та < yl 
=PAS Ф| Г(А 'ТА) = < Ф| Г(А ITA)” 
可 见 ， <ф,фФ1=<4,Ф10 


| 0 


U = | (8.4 13) 
О T(A ITA)“ 
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U EA Z IEEE. IX HHR Ж< g, | K <, ф | 仅 差 一 个 么 正 
变换 . 
WEZER M 的 群 元 作用 于 函数 集 <w,o | ,得 
Pr<y,o |=<y,9 |Р (Е)=<,ф| UD (К), 
另 一 方面 ,由 式 (8.4- 13) 得 


Pr<y,w |=PR< yo! U=<y,oID(R)U 


于 是 ， 
D'(R)=U 'D(R)U (8.4— 14) 
Pp<y,o|=<y,p |D (В) = < Ф, Ф| UD (B) 
而 Рь<ф,ф |=Pp<y,wlU=<y,p1D(B)U 
最 后 一 步 用 到 了 和 群 元 B 的 反 线性 性 质 .于 是 ， 


p'(B)=U iD(B)U’ (8.4— 15) 


可 见 М ШР ЗЕ# л M E D 及 DD 是 么 正 等 价 的 .因此 ,在 群 
M 中 如 何 选择 反 人 么 正 算 符 A 是 无 关 重 要 的 ,因为 不 同 的 选择 ,所 
得 到 的 共 表 示 是 等 价 的 . 

共 表 示 的 可 约 性 与 么 正 群 G 的 普通 表示 是 一 样 的 , 即 如 果 群 
M 的 共 表 示 DP 勾 正 等 价 于 一 个 所 有 群 元 的 表示 和 矩阵 都 其 有 相 
同 块 状 结构 的 共 表 示 D 人 ,那么 , 共 表 示 DT 就 是 可 约 的 ,否则 束 
是 不 可 约 的 .由 于 群 M 的 共 表 示 DT 是 从 子 群 S Bi) A 7 # 2 sf 
出 的 ,所 以 , 共 表 示 РГ 的 可 约 性 直接 与 不 可 约 表 示 Г Н Ж. 

共 表 示 可 约 性 的 判 据 FER M= 5 + AS 的 共 表 示 DT 
的 可 级 性 ,可 以 通过 其 么 正 子 群 S 的 不 可 约 表示 Ts 的 特性 来 进 
行 判断 . 判 据 的 内 容 是 : 

(1) Ж FO(R)5 P(A 1RA)' 不 等 价 , 则 从 Ps 导出 的 共 表 未 
Dr 是 不 可 约 的 ; 

(2) Ж Г(В) = СГ(А RAY C`}, Y RES 成立, 则 当 
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CC "= 了 (4A2) 时 ,DP 是 可 约 的 ; 
CC ”= - Г(А?)Њ, Dr 是 不 可 约 的 . 
UERR: (1) 现在 证 明 , 当 P. 不 等 价 于 TS 时 ,从 导出 的 群 
M 的 共 表 示 DT 是 不 可 约 的 . 
如 果 共 表示 DT 是 可 约 的 ,那么 必然 存在 一 个 委 正 矩阵 U 使 
共 表 示 和 矩阵 D(R )#F FË H 3 XT АК, Вр 


< Ü | 
D (R) S [Heneti 
0 Y(R) 
A 
-ı_ a;b _ 
U р A (8.4— 16) 
由 式 (8.4 一 10) 及 (8.4 一 11) 得 
h Т 0 [09 0 | b) 
c d 0 (ARA): 0 Y(R)Jlc d- 
或 
_\ , 
ГЕ) ГА RA) KIDS Д (84—17) 
T(R) аг(А РА)" Ү(К)с Y(R)d 


从 上 式 可 以 得 到 
аГ‹К) = Х(К)а, ЖИ P(R)=a 'X(R)a 
ЬГ(А КА)" = Х(К)Ьь= аГ(К)а ' 
所 以 ， 
a 'Þ (ARA) = 了 了 (R)a 'b 


由 于 TIT(R) 与 T(A !'RA)* 是 不 等 价 的 ,所 以 ,上 式 的 a Ь=0, 
但 因 Г(Е)=а iX(R)a, 故 


· 479 + 


a *0,b=0 (8.4— 18) 
由 式 (8.,4 一 17) 可 得 


cT(R)= (Р) ес, И T(R)=e !Y(R)c. 
dT(A !RA)*= Y(R)d, 所 以 Y(R)=dT(A-!IRA)*d !, 


以 此 代入 上 式 ,得 
Г(К) = с 1dr(A КА) ‘а lc 
ЊЕГ; 与 Ts 不 等 价 ,所 以 dce=0. 这 有 两 种 可 能 , 即 
det d * 0,det c = Ü 
或 
det c + 0,det d=0 
相应 于 这 两 种 情况 ,及 式 (8.4-18) ,由 式 (8.4 - 16) 得 


-1_|2 9 -1 
U = ol’ det U =0 
c 


ҢҢ AA ff fE dË Sy REER U. 
或 


i; a 0 у 
U `= , de U = 0 
0 d 


这 样 选 取 的 U 可 以 使 D(R)(RES) 成 为 块 对 角 的 形式 ， 
但 却 不 能 使 D(B)(BE AS) 对 角 化 ,因为 


f акаву: a " а) 
-| () PA | 
dr(A B) а“ 0 
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因此 , 当 Ps УГ: 不 等 价 时 ,从 Ps 导出 的 群 M 的 共 表 示 DT 就 
是 不 可 约 的 . 

(2) 若 I(R) 与 T(A ”RA)* 等 价 , 那 么 , 必 存 在 一 个 么 正牌 
阵 C ,使 | 


T(R)= СГ(А ВА)‘ С! (8.4 19) 
жия Же, н 
T(R) = С" Г(АКА)С " (8.4 — 20) 
由 于 A ”RAES, 所 以 , 亦 应 满足 上 式 , 即 


Г(АЇЁА)*=С*Г(А 2RA2)C `!” 
 =C*P(A DT(R)T(ADC 1 
以 此 代入 式 (8.4 一 19), 得 


T(R)=CC*T(A) 'Г(К)Г(А?)С С! 
И CC Г(А?) 138 E K, 48 

T(R)CC* T(A*) !'=CC*T(A2) T(R) 
上 式 对 所 有 RES 成 立 . 由 于 Ps 是 不 可 约 表示 ,根据 舒 尔 引 理 得 


CC ` Г(А?) = АІ, (8.4 —21) 
AP À 是 常数 ,Jo 是 单位 矩阵 .由 上 式 得 
СС* = АГ(А?) 
或 
г(А?у= CC (8.4 — 22) 
ЖЫ HE ,得 
Г(А?)* = c (8.4 23) 
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由 于 4A*E S ,应 满足 式 (8.4- 19),B 
Г(А?) = CT(A !А?А)*С !=СГ(А?)* С^! 
03%, (8.4—22)Җ(8.4—23){ А ЕЖ, 
сс” CC CC ' СС 
À д" д“ 
可 见 , A = 2 ,所 以 ,4 必 为 实数 .由 式 (8.4 一 22) 及 (8.4 一 23), 又 
得 


_ det СС" 


det Г(А?)* = л 


det r(A?) = СС ` < | 


PA H Ж л 49 


x 42 
det P(A2)det Г(А?)* = <] 


(8.4 — 24) 


HTE C 及 了 生 (R) 都 是 么 正 的 ,所 以 ， 


det CC * = det CC'=1 
det ГС A2)det Г(А?)* = det Г(А?)Г( А?) =1 


以 此 代入 式 (8.4 一 24) ,得 


代 人 式 (8.4-22) 后 ,得 
СС“ = +Г(А?) (8.4 25) 


这 是 当 Ps 与 Ts 等 价 时 ,变换 矩阵 所 必须 满足 的 关系 式 . 
现在 证 明 , 当 CC*=TI(A“) 时 ,DT 是 可 约 的 . 
如 果 共 表示 Dr 是 可 约 的 , 必 存 在 一 个 么 正和 矩阵 О, EHE 
示 和 矩阵 1 D(R)1 和 和 iD(B)| 同 时 成 为 具有 相同 的 块 状 对 角 的 形式 
(其 中 RES,BE AS). $ X IEEE 0 у 
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的 М (8.4-26) 


其 中 1, ESE ekle .,C !1&(8.4— 19) 式 中 的 变换 和 矩阵 .以 U х) 
D(R) 及 D(A ) 作 相似 变换 .其 中 和 矩阵 D(R) 及 D(A) 由 式 (8.4 一 
10) 给 出 . 


D (R)=U '!pD(R)U 


-[ АШ ЕЕ ы 


-[ 0 |- [29 0 | 


Ü CT(A 1RA)'C `! () Г(Р) 
(8.4- 27) 
但 
; [fo 01r0 Г(А?) ЕС 0 
рса) || olla 0 Ip єл. 
2、 一 一 1#x 
-| Г(АЭС | (8.4 ~ 28) 
C () 


D(A) 是 不 具有 与 D (R )#8 ls] H 3K X17863 £. BEKR. RA EE 
ШУ, БАЕТ D (КЮ) H T I A tE p (ARES 
D (R) 相 同 的 块 状 对 角 结 构 的 矩阵 . 令 


viss H (8.4 — 29) 


H TZ EE V 不 改变 D(R), 所 以 ， 


v Ip'(R)=D(R)V`! 
即 


— 
— 


B рг 0 | 


A | rer ГЕ) 0 [В В 


0 T(R)JLY 6 J 
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由 此 可 得 
ar(R)=T(R)a 
PT(R)=T(R)B 
yT(R)=T(R)Y 
6T(R)=T(R)6 


由 于 T(R) 是 不 可 约 表示 ,根据 舒 尔 引 理 ,矩阵 apy s 必 为 单 
位 矩阵 的 常数 倍 , 即 f 


(8.4 — 30) 


a= àli, b= Io, Y= 01 K ó = ol, (8.4 — 31) 
Жн Ан,» 及 po 均 为 常数 ,To 是 单位 矩阵 ,代入 式 (8.4 一 29) 得 


А, eo 


үу! = | 
vio plo 


HT V ”是 么 正 的 ,有 VV !=V iV= 卫 .从 此 关系 ,可 得 


А=р=р= т, v=- 1 
V2 V2 
以 此 代入 式 (8.4 一 31) 后 ,再 代 问 式 (8.4 一 29), 得 


41 п I 
' aon | 
以 所 得 的 矩阵 V l D(A) 的 相似 变换 ,其 中 Р (А) н 


pr(A)- 工 [ "0 адс Chili 


2L- 1 1-С 0 L 1 N2 
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-1f r(A2)yC1“+C€C (ADC -C | 
21—-Г(А?)С!*+С -Г(А?)С!* - С 
| (8.4— 32) 
М Г(А2) = CC* 代 入 上 式 , 得 
, _ 1 C +C Ü [С () 
p'(A)= | 0 eelo o 
矩阵 D (A) 是 个 与 D(R) 有 相同 块 状 对 角 的 矩阵 . 
对 于 陪 集 AS 中 的 任 一 反 双 正 的 群 元 B, 可 表 为 B= RA ,其 
共 表 示 为 


р(в) = р(ВА) = р(Е)р(А) = D(BA `!)D(A) 
于 是 ， 


D'(B)=D'(R)D(A)= D (R)D (A) 
=p'(BA 1!)D (А) 


[OA 0 0 Iñ 0 | 


0 Г(ВА 1310 -C 
- [TPA © O | (8.4 — 33) 
0 _Pp(BA `1)C | 


рв) У р (РӘ E RA +F JÉ z: BJ HAR XF A E . ВЕ 
M 的 共 表 示 DT HETRE, И, ERR DT 是 可 约 的 . 
当 CC* = 一 (A“) 时 , 式 (8.4 一 32) 成 为 


D"(A)=1 0 | 0 © 


C+C 0 с 0 
这 表明 不 可 能 找到 一 个 勾 正和 矩阵 VV, 使 D'(R) 及 D (A) 同时 成 
为 具有 相同 块 状 结构 的 矩阵 .所 以 ,DT 是 个 不 可 约 表示 . 
МСС” = 一 T(A“) 时 ,由 式 (8.4 一 28) 得 
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р'(А)= | азе б М 
对 于 陪 集 AS 中 的 任意 元 B= КА, 
po [8 reall с М 
-aoc тое 84—34) 


综 上 所 述 ,可 以 分 成 三 种 情况 来 判别 共 表 示 的 可 约 性 : 
(a) TI(R) 与 T(A РА)" 等 价 , 即 
T(R)= СГ(А !RA)*C`! 


CC ”= + P( A2) 


则 共 表 示 Dr 是 可 约 的 ,可 以 约 化 成 两 个 不 等 价 的 不 可 约 共 表 示 . 
由 式 (8.4 一 27) 及 (8.4 一 33), 共 表示 рг B) K zç SE В У 
Р”(Е)=Г(Е), D“(B)= +T (BA `!)C 


其 中 RES,BEAS. 
(b) T(R)= CT(A 'RA)*C ! 
H 
СС* = -Г(А?) 


这 时 , 共 表 示 Dr 是 不 可 约 的 , 式 (8.4-27) 及 (8.4-34) 给 出 其 表 
mE 5 


p| DANE 
DD | вд) УИ 
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(с) Г.Г” 是 群 S 的 两 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 ,这 时 ,由 Г, 
导出 的 群 M 的 共 表 示 DT ЖА IAK, Ж Жл ЖЩ А 
(8.410), В) 


plR)=[ P MA IRA: | 
(в) | вд). ш 


由 此 可 见 , 当 已 知 子 群 S 的 么 正 表示 了 УГ 的 关系 是 属于 
情况 (a) .(b) 及 (c) 中 的 哪 一 种 时 ,就 可 以 根据 不 同情 况 , 从 子 群 S 
的 不 可 约 表示 本 写 出 非 么 正 群 M 的 不 可 约 的 共 表示 DT 的 表示 
矩阵 .这 样 ,我 们 就 可 以 用 这 种 方法 ,从 子 群 S 的 所 有 不 可 约 表示 
夏 来 确定 群 M 的 所 有 不 等 价 的 不 可 约 共 表示 .可 见 , 求 不 可 约 共 
表示 的 问题 又 归结 为 如 何 判断 子 群 S 的 不 可 约 表示 厂 与 的 关 
系 问 题 . 

特征 标 判别 式 ” 若 X 是 不 可 约 表示 P 的 特征 标 , B € AS, 
RES, 那 么 ， 


+g. ГА (а) 
УУ X(B?) = 4- g. 卫 属 情况 (b) (8.435) 
BE AS 

0 丁 属 情况 (c) 


式 中 的 g 是 子 群 S 的 阶 . 
ER: 计算 上 式 的 左边 


>, X(B2) = >, OT(B’)s = >, Х,Г(АКАК),, 
= 2; 2УЇГ(А?)Г(А ! RAT(R)]; 


i RES 


= X D У\Г(А?2),Г(А КА) TOR), 


i RES 
(8.4 — 36) 
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£ Г(К) З Г(А 'КЛ) 等 价 ,它们 满足 式 (8.4 一 20), 因 而 有 
Г(АТ'ВА)= С !*P(R)' C” 
以 此 代入 式 (8.4 一 36) 的 右边 ,得 


2, X(B?) = 2, OT(AD Хус" ГОК)" C) PR); 
BC А5 s, t i RES 
- 2 UPA?) 2, OC TR) САГС) u 
= УУ) SrA p Ch УГО) RPR) u 


HFT ELERS HERTA ҖЕ Ж, AE, P EE ЕД 
正 交 性 定理 式 (2.3 - 1) ,所 以 ， 


QPCR) APR) = = 288, ,8,, 
于 是 ， 
DGD = D D Pr A -Sap ða.: 
У) Era?) C "c; 25 


{ 


= У УА?) СЕС, 
= Zs Dr(a?) (С' С), 


= 2: УГА?) Г rA) 1, 


[ 


+ ТУСА?) КА 7), 


= + ГУО), 
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这 就 是 式 (8.4 一 35) 的 情况 (a) 及 (b), 其 中 正 号 对 应 于 CC ' = 
+P(A ) 的 情况 (a) , 负 号 属 情况 (b). 

xT P(R)5 P(A 'RA)* 不 等 价 的 情况 (c), 式 (8.4 — 36) 
可 以 写 为 


У} (в?) = У) УГА?) УГСАА) ГСВ), 
其 中 


> DP(A 1RA),T( R), = еген 1ЮА)]УГ(Е)» 


RES 


于 是 ， 


У! X(B2) = 0 


ВЄ AS 


这 就 是 式 (8.4 一 35) 中 的 情况 (c)， 


58.5 EADAK 


含有 有 反 勾 正 算 符 的 色 点 群 有 两 类 ,一 类 是 由 式 (8.2 一 1) 定 义 
的 灰 点 群 , 另 一 类 是 由 式 (8.2 一 2) 定 义 的 黑白 点 群 .下 面 ,我们 将 
讨论 这 两 类 色 点 群 的 共 表 示 . 

灰 点 群 的 共 表 示 ”由 式 (8.2 一 1) 定 义 的 灰 点 群 M= G + 
VG ,与 式 (8.4 一 1) 相 比 ,得 V=A. 因 此 , 58.4 的 全 部 理论 都 适 
用 于 灰 点 群 M. 

由 于 反对 称 算 符 V 可 以 看 作 是 时 间 反 演算 符 丁 ,所 以 , 灰 点 
Ë M= G + TG 就 是 具有 时 间 反 演 对 称 性 的 系统 的 蕉 定 调 方 程 
Ж. Z IF ËE G 则 是 不 考虑 时 间 反 演 对 称 性 时 ,系统 的 薛 定 谓 方 程 
群 . 比较 群 M 的 不 可 约 共 表示 DT 的 维 数 与 群 G 的 不 可 约 表示 了 了 
的 维 数 ,就 可 以 确定 时 间 反 演 对 称 性 是 否 增加 能 级 的 简 并 度 . 这 样 
的 讨论 比 $5S.6 的 讨论 更 为 直接 了 当 . 
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4 У=А= ТЕ, Г(А'КА)* = P(T RT) =Г(Е)* 
(8.5-1) 
下 面 分 两 种 情况 讨论 . 
(1) 对 于 没有 自 旋 或 自 旋 为 偶数 的 费 米子 系统 ,T= I, 因 
W, V = E 
Г(А?) = Г(У?) = D (8.5-2) 


L 是 单位 和 矩阵. 
情况 (a): 工 与 T* 等 价 , 且 CC* = (A*)= 了 ,所 以 ,可 选择 
C= 了 ,这 时 , 式 (8.4 一 19) 就 变 为 
T(R)= CT(A !RA)'C !=Г(Е)* 
即 了 与 了 不 仅 等 价 而 且 相 等 , 卫 必 为 实 表 示 . 根 据 式 (8.4 - 27) 
及 (8.4 一 33), 从 械 导 出 的 共 表 示 DT 可 以 写成 
D’(R)=TIT(R), 
D'(B)= +T(BA 1)C= + p(BT `!) 
可 见 , 共 表示 DT 与 不 可 约 表示 卫 的 维 数 是 相同 的 .所 以 ,时 间 反 
演 的 对 称 性 没有 引进 附加 的 简 并 度 , 这 个 结果 与 表 5.11 的 情况 
(1) 相 同 . 
情况 人 (b) :与 了 等 价 , 且 CC* = - Г(А?) = - L, H ЧЕЙ 
判 据 式 (8.4 一 35) 的 情况 (b) 得 
>, Х(В?) =- в. = - в 
BE TG 


И B= TR, 代 入 X(B*) 中 ,得 
2, X(B2) = OuT(TIR) = ГТ?) ГСК?) | 
= 2 trD(R2) = X x(R2) 


将 上 式 比 较 后 得 
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| зз 


2,x(R2) =- 


REG 
RE P SIr? 等 价 , 但 了 .不 是 实 表 示 的 特征 标 判 别 却 . 
由 式 (8.4 一 27) 及 (8.4 一 34), 群 M 的 共 表 示 为 


| _[T(R) 0 
D (R) | 0 гк). 
0 — Г(ВА ! 
D'(B)=| | “ | 
Г(ВА ')С 0 
-| 0 гт эс (8.5-4) 
Г(ВТ^!)С 0 | 


上 式 表明 , 共 表 示 的 维 数 是 不 可 约 表示 Г. НАЕК ИА, Pr A, 
时 间 反 演 对 称 性 使 能 级 的 简 并 度 增 加 一 倍 . 这 个 结论 与 表 5.11 的 
情况 (3) 相 同 ， 

情况 (c) :了 。 与 不 等 价 ,这 时 的 共 表 示 由 式 (8.4 一 10) 给 


_ T(R) 0 | ( )=| 0 Г( ВТ) 
r(BT )” 0 
(8.5-5) 
共 表示 的 维 数 比 p. 的 维 数 扩大 了 一 倍 ,表明 时 间 反 演 对 称 性 使 
简 并 度 加 倍 . 在 这 种 情况 下 ， 
У! x(B2) = 2 x(R°) = = 0 


BE TG 


这 就 是 表 S$,11 中 的 情况 (2). 
(2) 对 于 自 旋 为 奇数 的 费 米 子 系统 , 需 用 双 群 来 描述 .在 这 种 
系统 中 ,T= _ Íb, 
Г(А?) = p(T2)= - І, (8.5-6) 


亦 分 三 种 情况 讨论 . 
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2 (а): Г. Ir? 等 价 , 且 СС" = Г(А?) = – 10,1 
下 的 共 表示 矩阵 D(R ) 与 了 。 维 数 相 同 .所 以 ,时 间 反 演 对 称 性 并 
不 引起 附加 的 衔 并 度 . 
情况 (a) 的 特征 标 判别 式 为 
>  X(B2) = g 


BC TG 


万 一 方面 ， 
>，X(B2) = >; x(T2R2) = >и] Г(Т?)Г(Е?)] 
BE TG REG REG 
=- X tr(R?) =- >, X(R2) 
REG 


R€ G 


上 两 式 相 比 , 即 得 
>,X(R2) =-g 


REG 
这 就 是 表 5.11 中 对 奇数 费 米 子 系 统 的 情况 (3) ,这 时 ,时 间 反 演 对 . 
称 性 并 不 引起 附加 的 简 并 度 , 与 上 面 的 结论 是 一 致 的 

情况 (b):T(R)= CT(R)*C АН СС = - Г(А?) = І, 
(8.57) 

上 陈 表 明 ,这 种 情况 下 的 共 表 示 的 维 数 是 不 可 约 表 示 Г, 的 维 数 
的 两 倍 , 所 以 ,时 间 反 演 对 称 性 使 简 并 度 加 倍 .这 种 情况 的 特征 标 
判别 式 为 | 

> X(B2) = - g 


BE TG 


— JH, >, ХОВ?) = X ulr(TT(R?)] =- >, X(R2) 


BE TG 


两 式 相 比 8045 
>,X(R2) = g 


REG 


这 是 表 5.11 所 列 的 情况 (1), 即 p. 5 PI 是 等 价 且 为 实 的 不 可 约 表 
示 时 ,奇数 费 米子 系统 由 于 考虑 了 时 间 反 演 对 称 性 ,其 简 并 度 加 倍 . 
' 492 · 


ЇН (с): Г. 与 Г; 不 等 价 , 共 表 示 矩 阵 的 维 数 是 Г. 的 两 倍 ,所 
以 ,时间 肥 演 对 称 性 使 简 并 度 加 倍 . 由 这 种 情况 下 的 特征 标 判 别 式 


У) ХОВ?) = 0 
BE TG 

于 是 ， 
2 1X(R2) = 0 
R€ G 


这 就 是 情况 (2), 这 里 的 结论 与 表 5.11 所 列 的 一 致 . 
黑白 点 群 的 共 表 示 ”由 式 (8.2 一 2) 定 义 的 黑白 点 群 M = 
S+V(G-S)E,Ë8 G 是 32 个 点 群 中 的 一 个 ,S ЖС 的 指数 
为 2 的 不 变 子 群 ,也 是 黑白 点 群 M 的 指数 为 2 的 不 变 子 群 .选取 
适当 的 陪 集 代表 元 VX ,黑白 点 群 M 就 可 表 为 


M= S+ VXS (8.5—8) 
与 式 (8.4-1) 相 比 ,这 里 的 VX WE R Z FP FA, А! КА = 
X “RX. 这 样 ,就 可 以 根据 子 群 S 的 不 可 约 表示 丁 , 的 情况 , 写 出 
黑白 群 的 不 可 约 共 表示 . 现 举例 说 明之 . 
例 1 求 黑白 点 群 T,(T)(m'3) 的 共 表 示 . 


T,( 工 ) 群 的 么 正 不 变 子 群 SEAR T (23), д ТЯ 12 + 
群 元 ,分 成 四 类 ,它们 是 


С,=Е; (С5=сСзку«,С3гує › C3ry z sC3ryz 5 
_ -i -1 -1 -1 , 
C3 = C3 у, ›Сзхуғ 5 C3ry z  C3ryz 5 
Cas Cor ›С2у,С2.. 
ЖА Tit. A 12 个 群 元 是 属于 (G - S) 的 ,它们 亦 分 属于 
四 类 , Bp 
Cs = І; Св = Ісз гу,» 1Сзғуғ so3ryz s 1Сзууг} 
— -1 -1 -1 -1 
C; = Icyz y. {c3 Fyz » [C3ryz ‚ [C37vyz; 
Cg = Іс), Te,,, Ic... 
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由 于 群 元 乘 以 反对 称 操作 V 并 不 改变 其 类 属 ,所 以 ,V(G - 5S) 的 
12 个 群 元 亦 应 分 属于 四 类 ， 

VI; Vlcs 5, Vilcas zyz › Vics, s е › МЇсз аз 

Vlesd se» Vlesdys» Мс ，VTC з 

УЛсз„, Vlesy, У1сз„. 
由 此 可 见 ,T,( 工 ) 可 表 为 

M=S+V(G-S)=S+VIS=S+AS (8.5-9) 

所 以 , 反 么 正 算 符 A 等 于 VI. 


为 便于 从 点 群 T 的 不 可 约 表示 导出 黑白 点 群 Th(T) 的 共 表 
示 , 我 们 将 点 群 T 的 特征 标 表 重 列 于 下 


w = expl 2ri/3) 


在 点 群 人 的 四 个 不 可 约 表 示 中 ,六 及 Pt 是 实 表示 .又 由 于 

VI 可 与 任何 一 个 群 元 对 易 ,所 以 ， 
Г(А ‘RA) =T[(VI) !R(VI[)]" = ГК)“ 
即 Г(К)5 T(R) 不仅 等 价 而 且 是 相等 的 ,因此 ， 
СС* = + 1,= + Г(А?) 
ГАГ 属 情 况 (a). 由 式 (8.4 一 27) 及 (8.4 一 33) 得 到 共 表 示 和 矩阵 
为 
D’(R)=T(R), D“(B)= + (BA `!)C 


式 中 B= AR,A = УІ, H+ A = VI 可 与 各 元 对 易 , 所 以 ， 
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Г(ВА ')= TT(R), 同 时 取 C= 了 ,这 样 , 共 表 示 就 可 写成 
D’(R)=T(R), D“(B)= + P(R) 
对 于 不 可 约 表 示 Гг 及 P (BDE RE), TI E Z Ж HY 
的 表示 ,但 它们 是 不 等 价 的 表示 .所 以 ,TY Ж P 属 情况 (c), 由 式 
(8.4 一 10) 得 到 的 共 表示 算 阵 为 


pr) [T к: 
(В) = | ру: Ав. и 


具体 写 出 由 Г? 导出 的 共 表 示 和 矩阵 : 


从 I 导出 的 共 表示 与 由 Гг 导出 的 共 表 示 等 价 . 

例 2 求 双 黑 白 点 群 TR(T?) 的 共 表 示 . 

双 点 群 T? 的 群 元 数 是 点 群 T 的 两 倍 , 有 24 个 群 元 ,它们 分 属 
于 7 类 ,三 个 附加 的 不 可 约 表示 都 是 二 维 表示 ,其 特征 标 列 于 下 : 
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用 双 点 群 T°? 形成 双 黑 白 点 群 时 , 仍 取 VI #E 3 E Z EP A 
A, 于 是 T(A 'RA)*=T(R)’. 


对 于 表示 上 1 ,其 特征 标 是 实 的 ,所 以 ,TT(R) 必 与 T(R)” 等 
价 , 即 T(R)= СГ(К) "С .从 这 个 式 子 ,很 容易 得 到 


са 


所 以 


| 0 17 0 1 
cers ua on 
-1 011-1 0 


又 由 于 双 点 群 是 用 来 描述 奇数 费 米 子 系统 的 ,这 时 


T(A2)=T[(VI2]= Г(У?) = P(T2)= -1 
因此 ， 
CC* =T(A’)= -1 
O 1 
不 可 约 表示 B 属于 情况 (a), 旦 C=| |. 
不 可 约 表示 F K FEER, TR) 5 P(R)3⁄E 
不 等 价 ,所 以 属于 情况 (c) ,从 它们 导出 的 共 表 示 是 不 可 约 的 ,其 维 
BEIF K F 的 维 数 扩大 一 倍 . 
58 个 黑白 点 群 的 共 表 示 可 在 有 关 书 目 中 找到 13]. 


58.6 色 空 间 群 的 共 表 示 


在 了 萨博 尼 可 夫 空 间 群 中 ,只 有 第 一 类 ( 费 德 罗 夫 空间 群 ) 是 不 
含 反 对 称 操作 V 的 ,其 它 三 类 都 是 含有 反 双 正 算 符 的 非 么 正 群 . 
所 以 ,它们 的 表示 都 是 共 表示 .这 三 类 空间 群 的 定义 分 别 是 : 

M= G+ VG (第 二 类 ) 
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M=S+V(G-S) (第 三 类 ) 
M=G+VIE|t| lG (第 四 类 ) 


在 上 式 中 ,G 是 230 个 普通 空间 群 中 的 一 个 ,S 是 空间 群 С 的 指 
数 为 2 的 不 变 子 群 ,to 是 形成 黑 日 布 拉 维 格 时 引入 的 平移 天 量 . 
与 黑白 点 群 相 似 , 通 过 选择 适当 的 陪 集 代表 元 VX ,可 使 第 三 类 萨 
博 尼 可 夫 空 间 群 写成 


M=S+VXS (8.6-1) 
这 样 ,上 述 三 类 萨博 尼 可 夫 空 间 群 都 有 如 式 (8.4 一 1) 的 形式 : 
M=S+AS 


S 是 非 么 正 群 M 的 指数 为 2 的 么 正 子 群 ,是 230 个 空间 群 中 的 一 
个 ;A 是 反 么 正 算 符 .对 于 第 二 类 萨博 尼 可 夫 空 间 群 ,A = V ,等 同 
于 时 间 反 演算 符 ; 对 第 三 类 空间 群 ,A = VX; 第 四 类 空间 群 的 反 么 
正 算 符 A= У{Е |.|. 

色 空 间 群 的 不 可 约 共 表示 由 空间 群 S 的 不 可 约 表示 Г F 
出 ,只 要 判断 了 ге 的 属性 ,就 可 以 根据 $8.4 给 出 的 有 关 表达 
式 , 写 出 非 么 正 群 M 的 不 可 约 共 表示 .空间 群 S 的 不 可 约 表示 
Г” 由 其 波 矢 群 G(K) 的 不 可 约 关 涉 表示 Tha FH, AA, Ге Ж 
性 的 判 据 ,可 以 由 Ty 表 出 .下面 我 们 将 从 特征 标 判 别 式 (8.4 一 
35) 导 出 空间 群 S 的 不 可 约 表示 Г? WAAR. 

由 式 (6.5 一 6) 可 得 | 
2, Хх (B?) = Ў) 22 Xo (R; BR ) 


BE А5 


= У) У) Kha (R; 'ARARR,) 


RES 


= X M(k) Xba (R;'ARARR;) (8.6-2) 
RES 


式 中 R71B?RjE G(k),JtrF R 是 群 S 按 其 波 矢 子 群 G(k) 作 陪 
集 展 开 时 的 左 陪 集 代 表 元 , 即 
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S=R,G(k)+-  +RG(k)+ ::: 
所 以 ,R; 是 空间 群 的 群 元 |R;|t| 的 缩写 . 
O K] ES, fE 
IR | HAR] tr! {AR| tri {RIt! = 1АКІ Е ТАКЕ 
于 是 , 式 (8.6 一 2) 变 成 


У\ хе (В?) = M(k) >) XE (TAK | t|2) (8.6-3) 
RES 


式 中 KILIES,{AK|tI*€G(Kk) 
由 于 空间 群 群 元 的 平移 矢量 总 可 表 为 
t= + + R, 
其 中 +z жЕ X AE, R, 为 格 矢 .于 是 ， 
IAK|#I= 1АКІт+Е, |= ÍE]R,HIAKIr|] 
[АК |41? =I(AK)'|AK(r+ R,)+r+R,| 
= [E| AKR, +R, {AK |rt}? (8.6-4) 
因为 R, 是 格 矢 ,所 以 АКЕ, = R, WARR. 群 元 
|Е| AKR, + R 是 纯 平移 群 了 的 群 元 .由 于 波 矢 群 G(K) 的 元 都 
可 以 表 为 式 (8.6 -4) 的 形式 ,所 以 ,14KIr| 是 商 群 G(k)/T 的 
陪 集 代表 元 . 这样 , 式 (8.6 一 3) 就 变 成 


У\ X (В?) = M(k) >) >) Xo (lE | AKR, + В„}{АК 1 r|2) 
ВЄ AS 


R, (Аку 


M(k)2>; 2; Г? O (IE | АКК» + R,„}) 
R, (AK)° 


Г? САК | tl ) 


_ M(k) >， Туе ik'(AKR,+R,) 
(AK)? Pn 
Ге ЧЕ | OD TS САК | т|°)] 
(8.6—5) 
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上 式 最 后 一 步 是 因为 G(Kk) 的 不 可 约 关 涉 表 示 Гору Е 
(6.5 一 5). 式 中 (AK)* (АК |т|? 的 缩写 .由 于 


Узе КЕЕ, = МК — k’ — G,) 


К, 


所 以 ， 
- . 一 
> e Ï (AKR, + В,) — Уе КАК) +E]k-R, 
Ra R, 


N (АК) к= -大 时 

0 ”其 他 情况 

上 式 表 明 , 仅 当 存 在 满足 (4K) 大 = -k 的 群 元 时 , 式 (8.6 一 5) 
才 不 为 零 ,为 此 ,我 们 将 > 一 >) , 式 (8.6- 5) 变 成 


= МӘ (АК) lk+k -cj]-1 


(AK) (АК)? 

Кр, p2 2 

>) X” (B?) = M(k)N У)" XE (ÍAK 1 r]2) 
BEAS (АК) 


(8.6-6) 
与 式 (8.4 一 35) 相 比 , 得 
glk) Г BEM (а) 
2, Хо АК Іт) = 4- go(k) Ге 属 情况 (b) 
жк 0 r? 属 情况 (c) 
(8.6-7) 
其 中 AKk= 一 上 k. 式 (8.6 一 7) 就 是 空间 群 S 的 不 可 约 表 示 re 的 
特征 标 判 别 式 . 
综 上 所 述 , 色 空间 群 M 的 共 表 示 可 以 由 下 列 步 又 求 出 : 
(1) 将 色 空 间 群 写成 M= 5+ AS 的 形式 , 找 出 反 么 正 算 符 A; 
(2) 根据 空间 群 表示 理论 ,将 公正 的 空间 群 S 的 不 可 约 表示 
г? REK; 
(3) 用 特征 标 判别 式 (8.6- 7) 判 断 TY 属于 哪 种 情况 ; 
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(4) 用 属于 (b)、(c) 的 所 有 不 可 约 表示 T*? 55 iH fs, ZË ja) ЖМ 
的 全 部 不 可 约 表示 . 


$8.7 多 @ Е 


本 章 第 1 节 引 入 了 反对 称 操作 V, H n BW AE, ВЖ 
向 上 或 向 下 , 晶 面 只 可 取 白 色 或 黑色 ,从 而 导出 了 可 以 描述 磁性 晶 
体 对 称 性 的 第 二 、 三 、 四 类 萨博 尼 可 夫 群 .车 V 不 仅 可 以 取 两 个 
值 ,而 是 可 以 取 三 个 值 , 四 个 值 或 六 个 值 , 那 情况 又 会 怎样 呢 ? 如 
果 将 V 取 两 个 值 已 导出 的 色 群 称 为 双色 群 (因为 只 有 两 种 颜色 的 
变换 ), 那 就 可 用 相同 的 方法 导出 三 色 、 四 色 、 六 色 的 点 群 及 空间 
群 ,一般 可 称 之 为 p 色 群 ,其 中 р 种 颜色 的 排列 是 有 一 定 顺 序 的 ， 
例如 ,三 色 的 排列 是 红 、 绿 及 黄 .定义 一 个 色 交 换算 符 RR, 它 的 作 
用 是 将 这 三 种 色 循 环 地 变换 , 即 R 将 红 变 到 绿 ,将 绿 变 到 黄 , 将 黄 
变 到 红 ,这 样 就 可 形成 三 类 р-а. 

第 一 类 p 一 色 群 就 是 普通 的 点 群 及 空间 群 . 

第 二 类 Б С? 是 这 样 定义 的 : 


Gr?=G+RG+RIG++ R5 G (8.7-1) 
G 是 任 一 普通 的 点 群 或 空间 群 , 若 G 是 点 群 ,就 形成 为 第 二 类 多 
EAR, G 为 空间 群 就 形成 为 多 色 空 间 群 .为 简便 常 统称 之 为 
多 色 群 .从 上 面 的 定义 看 ,对 于 每 一 个 p 的 取 值 (如 p=2、3、4 或 

6) ,都 存在 32 个 多 色 上 点 群 及 230 个 多 色 空 间 群 . 
如 H 是 某 普通 点 群 或 空间 群 G 的 子 群 ,其 阶 是 如，g ERG 

的 阶 ,定义 第 三 类 p АУ 

G° =a, H + aR H + a, RH + +а,К? H (8.7-2) 
式 中 的 ajana, E # G X T Ë H fE Ë ЕЛЕ JE PJ К Ze БЕ ЖЕ КК 


表 元 , 即 
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G=aH +a,H += + о,Н 


显然 ,ai 是 单位 元 . 

若 从 布 拉 维 格 导 出 多 色 布 拉 维 格 ( 如 同 导 出 黑白 布 拉 维 格 那 
样 ) ,就 可 以 定义 出 第 四 类 多 色 空 间 群 . 

可 以 利用 普通 点 群 的 复 的 一 维 表 示 来 导出 三 色 、 四 色 及 六 色 
点 群 , 且 从 互 为 复 共 轿 的 一 对 一 维 表示 导出 的 多 色 点 群 是 一 样 的 . 
从 32 个 点 群 的 特征 标 表 中 发 现 , 仅 有 18 XH R HAER, Fir 
以 ,只 存在 18 个 第 三 类 多 色 点 群 . | 

以 点 群 С. (4 mm ) 为 例 , 其 复数 的 一 维 不 可 约 表 示 的 特征 标 
表 如 下 : 


E Са Сә; са І Ice! Ic; Іс, 
Е _ - 1 ИС _ 
‚|1 | А | І | 4) /mm 
E, і i 一 了 l 1 1 — 1 
'E l -i -1 i -1 i l i 
u (4) / 
Е | 1 i —1 —i >l -i 1 | т 


Auf жт ЕКЕН Ж, с, УЕ 
变换 算 符 R4 АБАЕВА, IARE, ARAR T A 5 R 
4) п Ж #р лу E, WE, Ф ИН cR ARA А 
正 算 符 , 同 时 了 工 与 双色 变换 算 符 组 成 复合 算 符 ,这 就 构成 了 四 色 
点 群 44 /mm . 现 将 这 两 个 四 色 点 群 的 群 元 列 于 下 : | 


KOYAN 4) /7 

E I E RI 
Куса, R, Les Кус Ralca, 
Ric2; Rilc;, Ric2; lcz, 


37i 3 3 -i 
Rica; Rilci, Кіса, Rilci; 


在 这 里 , R? = R ,是 双色 变换 算 符 .其 他 的 多 色 点 群 都 可 以 用 同样 

的 方式 导出 ,这 时 ,具有 复数 特征 标 w( = eai3)、i(=ea4) 及 ww* 

(= 2%® ) 的 群 元 总 是 与 色 变换 算 符 组 成 复合 的 反 么 正 算 符 .18 种 
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多 色 点 群 的 图 示 如 图 8.6. 


39) /m 


3) /2 


E ж = 


3% fy! 


6° /2 


图 8.6 多 色 点 群 13] 
用 天 似 的 办 法 也 可 得 到 多 色 平面 群 ( 即 多 色 二 维 空间 群 ). 


由 于 到 目前 为 止 仍 未 确定 多 色 群 的 用 处 ,所 以 ,在 这 里 也 不 考 
虑 其 表示 理论 . 


` 302 > 


习 A 


1. RELE M=S+AS,P R. Z IE f Ë S 的 么 正 表 示 , 证 明 群 M 的 
共 表 示 DT 是 个 么 正 表 示 . 

2. B Г K I° R Z EÉ S 的 两 个 等 价 的 不 可 约 表示 ,证明 群 M= S + 
AS 的 共 表 示 DT! 及 ОГ 亦 是 等 价 的 共 表 示 . 

3. 设 TT 及 TT" 是 群 S 的 两 个 不 等 价 的 不 可 约 表 示 ,证明 群 M=S+AS 
的 共 表 示 也 是 不 等 价 的 . 

4. WAEA DaT H BJ r 8 ЖН КАР. 

5. 试用 下 式 


十 Zs 情况 (a) 
2, x (B°) = 4-6. 情况 (b) 
О ”情况 (c) 


判断 点 群 Dd 各 不 可 约 表示 属于 哪 种 情况 . 
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一 划 
一 般 点 (general point) (324) 
二 划 
Ж Z £ Z Е [£ (two — dimensional unitary unimodular matrix) (141) 
СЖ АЖ Z E (two — dimensional unitary unimodular group) (142) 
J Ж ВЕ (force matrix) (220) ,(422) 
J W # (force constant) (418) 
= 划 
+ Ë (subgroup) (15) 
子 群 的 指数 (index of a subgroup) (18) 
Z 1Е Ж Ё (unitary matrix) (39),(125) 
么 正 表示 (unitary representation ) (39) 
么 正 算 符 (unitary operator) (125) 
久 期 行列 式 (secular determinant) (246) 
久 期 方程 (secular equation) (247) 
广义 空间 群 (generalized space group) (291) 
四 划 
无 限 群 (infinite group) (2) 
不 变 子 群 (invariant subgroup) (26) 
不 确实 表示 (unfaithful representation) (35) 
不 可 约 表 示 (irreducible representation) (44) 
反 演 (inversion ) (6),(130) 
JE Ж Æ EE (Hermitian matrix) (45), (142) 
双 值 表示 (double — valued representation) (155) 
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XX ЖР (double group) 

ХХ [u] $ (two — sided axis) 

双 点 群 (double point group) 

ХХ 75 |Н] ## (double space group) 

АЯ K F (double group of the wave vectors) 
双色 群 (two — coloured group) 

分 子 点 群 (molecular point group) 

水 平 镜 面 反 射 (horizontal reflection plane) 
JB Ж £ M A (Hermitian polynomial) 

反对 称 算 符 (anti- symmetrical operator) 

不 可 约 表 示 的 判 据 (criterion for irreducibility) 


五 划 
КЛИ W PR Ж (symmetrized wave function) 
对 第 化 (diagonalization ) 
末 态 (final state) 
ХЕ AT (vector operator) 


电 侦 极 矩 算 符 (electric dipole operator) 
平移 群 (translational group) 

ТЕЖЕ ZE ( Bloch s theorm ) 

жі Af РА Ж (Bloch function) 

їз Й ЖП ( Bloch sum) 

# ТЕ 5 8 (Bloch vector) 

# E WEK (Brillouin zone) 

动力 学 矩阵 (dynamical matrix ) 

对 称 化 平面 波 (symmetrized plane wave) 
对 称 点 ( 轴 、 面 )(symmetry point (axis,plane)) 
对 称 操 作 (symmetry operation) | 
XI PR TE Ж (group of symmetry) 

Xİ ЖК Ж Ж (symmetry transformation) 

对 称 轴 (axis of symmetry) 

М PK Px, 


(7),(131), 


(248), 


(257), 


(259), 


(321), 


(5), (53), 


(155) 
(172) 
(203) 
(363) 
(365) 
(500) 
(166) 
(167) 
(222) 
(462) 

(74) 


(375) 
(248) 
(357) 
(259) 
(454) 
(293) 
(321) 
(394) 
(394) 
(425) 
(318) 
(429) 
(379) 
(324) 
(167) 
(5) 
(53) 
(325) 
(324) 
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对 称 面 

对 称 元 素 (symmetry element) 

生成 元 或 生 群 元 (generators of the group) 
平庸 子 群 (trivial subgroup) 

正规 子 群 (ncrmal subgroup) 

半 直 积 群 (semi — direct product group) 
可 约 表 示 (reducible representation) 

正规 表示 (regular representation ) 

正 交 性 定理 (orthogonality theorem) 

正 交 矩阵 (orthogonal matrix) 

正 交 群 (orthogonal transformation group) 
正当 转动 (proper rotations) 

正当 转动 群 (proper rotation group) 

Æ fE ра % (eigenfunction) 

A fik {ИЙ (eigen value) 

E # (principal axis) 

立方 体 群 (cubic group) 

动力 学 方程 (dynamical equation) 

本 征 矢 (eigenvector) 

必然 简 并 (essential degeneracy) 


有 限 群 (finite group) 
交换 群 ( 阿 贝尔 群 Abelian group) 
ЗЕЕ Júu(conjugate element) 
З $k, T F (conjugate subgroup) 
Ж 7R ( corepresentation ) 
[B] Р (isomorphism) 
[8] £ (homomorphism) 
同 态 核 (kernal of homomorphy) 
约 化 系数 (coefficient of reduction) 
约 化 位 稀 (reduced displacement) 
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(325) 

(171) 

(14) 

(16) 

(25) 

(32),(305) 

(44) 

(86) 

(49),(67), (72) 
(126), (424) 

(132) 

(126) 

(126) 
(136) , (242) , (274) 
(136), (220), (242) , (273) 
(172) 

(172),(187) 
(220) 

(220) ,(429) 

(244) 


划 


ЖЖ (dyad) 

自 旋 - 轨道 耦合 (spin – orbit coupling) 
自 旋 — АЕ £ (spin — spin coupling) 
红外 吸收 (infrared absorption ) 

关 涉 表示 (relevent representation ) 

色 群 (colour group) 

Ж х # (grey point group) 

JK z [8] ËÉ (grey space group) 

多 色 群 (polychromatic group) 


连续 群 (continuous group) 

投影 算 符 (projection operator) 

角 动 量 算 符 (angular momentum operator) 
МЖ 3 (displacement representation) 
位 形 图 (configuration diagram) 

块 ( 状 ) 对 角 (Block 一 diagonal) 

初 态 (initial state) 

时 间 反 演 (time reversal) 

时 间 平 移 (time displacement) 

у f (phonon) 


л Ж 


单位 元 (identity element) 

Jú (inverse element) 

їй 4 (inverse of a class) 

ВН (direct product group) 

直 积 表示 (direct product representation) 

直 积 因子 (factor of a direct product) 

直 和 (direct sum) 

表示 的 维 数 (dimensionality of a representation) 
表示 的 特征 标 (characters of a representation) 


(263), 
(342), 


(44) bd 


(276),(367), 


(127) 


(253),(269),(275),(284),(366) 


(284) 
(454) 
(344) 
(462) 
(465) 
(468) 
(500) 


(2) 
(75) 
(136) 
(224) 
(227) 
(229) 
(257) 
(489) 
(287) 
(450) 


(1) 
(1) 
(21) 
(30) 
(107) 
(30) 
(44) 
(35) 
(71) 
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Жл Ж Bi (representation vector) 

PÁ Ж 25 |8] (function space) 

实 表 示 (real representation) 

转动 反 演 群 (rotation 一 inversion group) 

转动 算 符 (rotation operator) 

tE 5) 6 K (rotation matrix) 

转动 平移 算 符 (rotation — translation operator) 
非 正当 转动 (improper rotation) 

非 简单 空间 群 (non 一 symmorphic space group) 
欧 拉 角 (Eulerian angle) 

泡 利 ( 自 旋 ) 和 矩阵 (Pauli (spin) matrices) 

极点 (pole) 

Ж Д Е (pole star) 

极 射 投影 图 (stereographic projection) 

Æ H 8 10 (vertical reflection plane) 

单 群 (single group) 

附加 不 可 约 表 示 (additional irreducible representation ) 
奇 字 称 (odd parity) 

ћу Ф ЖОЛ (Катап effect) 

空间 平移 (space displacement) 

空间 群 的 点 群 (point group of a space group) 
Yk < Е (wave vector) 

M K 8 (wave vector group) 

{# Ж А (star of wave vector) 


封闭 性 (closure property) 
结合 律 (associative law) | 
轴 转 动 群 (axial rotation group) 
轴 矢 量 (axial vector) 
相似 变换 (similarity transformation) 
相 容 性 (compatibility ) 
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(82) 

(55) 

(115) 

(132) 

(123) 

(125) 

(290) 
(126),(130) 
(301) 

(138) 

(142) 

(162) 

(162) 

(172) 
(166),(172) 
(203) 
(206),(365) 
(261) 

(264) 

(285) 

(304) 

(318) 
(322), (338) 
(322), (338) 


(1) 
(1) 
(5) 
(250) 
(37) 
(352) 


恒 等 表示 (identical representation) 

КАЙ (point group) 

哈密 顿 算 符 的 群 (group of the Hamiltonian operators) 
线性 无 关 (linear independence) 

线性 组 合 (linear combination) 

选择 定 则 (selection rule) 

标准 原点 (standard origin) 

重 排 列 定 理 (rearrangement theorem) 


T Я 
真子 群 (proper subgroup} 

ЇЕ Ж (coset) 

类 ( class) 

2% ЖЕ (class multip lication) 

36 5 Et (class vector) 

类 空间 (class space) | 

类 和 矢量 (class sum vector) 

矩阵 表示 (matrix representation) 

矩阵 的 直 积 (direct product of matrices) 

特征 标 表 (character table) 

特征 标 投影 算 符 (character projection operator) 
特征 标 矢 量 (character vector) 

准 投影 算 符 (quasi 一 projection operator) 
振动 量子 数 (vibrational quantum number) 

能 级 的 分 裂 (level splilting) 

能 带 (energy band) 

倒 格 和 天 (reciprocal lattice vector) 

紧 东 缚 近似 (tight 一 binding approximation) 
原子 轨道 线性 组 合 (linear combination of atomic orbitals, LCAO) 
jf X (lattice vector) 

格 波 (jattice wave) 

Ж ЗЕЕ Ж 7 (complex conjugate representation) 


(37) 
(161) 
(240) 


(242), (69) 
(242), (69) 


(257), 


(95), 


(349), 


(296), 
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(357) 
(308) 
(11) 


(16) 
(16) 
(20) 
(22) 
(84) 
(84) 
(100) 
(35) 
(106) 
(196) 
(77) 
(86) 
(77) 
(222) 
(252) 
(356) 
(317) 
(393) 
(393) 
(418) 
(431) 
(115) 


十 一 划 


B B WË (discrete group) 

排列 群 (置换 群 )(permutation group ,symmetric group) 
排斥 原理 (exclusion principle) 

商 群 (factor group,quotient group) 

PR W PR Ж (spherical harmonics) 

旋 量 波 范 数 (spinor wave function) 

旋转 反 演 轴 (rotation — inversion axis) 

ЛЕ E Ж р Ў (spinor basis function) 

第 一 类 点 群 (point group of the first class) 

第 二 类 点 群 (point group of the second class) 


Ж р Ж (basis function) 
(Е #Ñ Pj ЗЕ (accidental degeneracy) 
(8 #К (even parity) 
+ 二 Я] 
循环 群 (cyclic group) 


确实 表示 (faithful representation) 

等 价 表示 (equivalent representation ) 

等 价 轴 ( 面 )(equivalent axis (plane) ) 

E JS 51 Æ (Schur s lemmas) 

晶体 点 群 (crystallographic point group) 

晶体 空间 群 (crystallographic space group) 

на Ж (crystal field) 

ñu 50 J) £ (lattice dynamics) 

н бв ZH 05 (spectrum of lattice vibration) 

黑白 点 群 (black and white point group) 
ВАТ Ж ( black and white Bravais lattice) 


+ 三 划 


Ё (group) 
. 512 ` 


(2), (161) 
(8) 

(265) 

(27), (305) 
(376),(136) 
(266),(157) 
(172) 

(273) 

(165) 

(165) 

(65), (242) 
(244) 

(261) 


(3) 
(35) 
(37) 
(172) 

(45) 
(173) 
(295) 
(253) 
(418) 
(431) 
(465) 
(469) 


(1) 


Ё Jü (group element) 

群 的 阶 (order of a group) 

Ё ЗЕ (multiplication ) 

HF Ж (group multiplication table) 

ЖЕ JÚ AY Bi (order of a element) 

群 元 空间 (group element space) 

Е ЗЕ (degeneracy) 

简 谐 近似 (harmonic approximation) 
А ІЕ А Ж (погта! coordinate) 

fal IE Ñ (normal mode) 

简单 空间 群 (symmorphic space group) 
简约 布 里 渊 区 (reduced Brillouin zone) 
В В 5 R (permutation matrix) 

В Ж (forbidden) 


十 四 划 以 上 


磁 偶 极 宅 (magnetic dipole moment) 
磁 点 群 (magnetic point group) 
MA th ( perturbation) 

15 (8 6 ) (reflection on a plane) 
REEDENI (group of the Schrödinger equation) 
Ж 5 Е ( pseudovector) | | 
т (э — fold axis) 

m ША (т -fold pole) 
р 色 群 (pp 一 coloured group) 


(136), 
(220), 


(221), 


(225), 


(7),(167), 


(1) 
(2) 
(1) 
(4) 
(13) 
(81) 
(252) 
(218) 
(425) 
(422) 
(302) 
(318) 
(439) 
(257) 


(260) 
(463) 
(252) 
(130) 
(241) 
(260) 
(162) 
(162) 
(500) 
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